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Resumo
Há várias formas de se estender operações aritméticas para aceitar, como
entradas, números fuzzy. O primeiro princípio de extensão foi proposto por Zadeh, na
década de 60. Implicitamente, esse princípio considera que os números fuzzy envolvidos
são não interativos ou seja, a distribuição de possibilidade conjunta entre eles é baseada
na t-norma do mínimo. Com o passar do tempo, outras formas de extensão surgiram,
eliminando a restrição de não interatividade. Esse é o caso, por exemplo, do princípio
de extensão baseado em t-norma ou das operações completamente correlacionadas. Ao
impor um certo nível de interatividade entre os números envolvidos, essas extensões geram
soluções distintas. O objetivo principal desse trabalho é estudar como as extensões das
operações aritméticas variam a medida em que a interatividade é alterada. Nesse sentido,
será proposta uma nova família de distribuições de possibilidade conjunta que servirá
de base para novas extensões das operações aritméticas. Mostraremos que essas novas
extensões possuem propriedades interessantes. Além dos mais, elas propiciam um certo
tipo de controle sobre a norma das operações aritméticas entre números fuzzy.
Palavras-chave: Lógica Fuzzy, Conjuntos Difusos, Números Difusos, Equações
Diferenciais Fuzzy, Normas Triangulares, Sistemas Difusos.
Abstract
Arithmetic operators can be extended to accept, as input, fuzzy numbers.
The first extension principle was proposed by Zadeh in the 60s. Implicitly, this principle
considers that the fuzzy numbers involved are non-interactive. In other words, the joint
possibility distribution between them are based on the minimum t-norm. Over time, other
ways to extend operators has emerged, wich consider some level of interactivity between
the fuzzy numbers. This is the case, for example, of the t-norm based extension principle
or the completely correlated operations. By imposing certain level of interactivity, these
extensions generates different solutions. The main objective of this work is to study how
the extensions of arithmetic operators vary with interactivity. In this context, a new
family of joint possibility distribution is proposed, generating new extensions of arithmetic
operators. We will show that these new extensions have interesting properties. Furthermore,
this family provides some kind of control about the norm of the extensions of arithmetic
operators between fuzzy numbers.
Keywords: Fuzzy Logic, Fuzzy Sets, Fuzzy Numbers, Fuzzy Differential Equa-
tions, Triangular Norm, Fuzzy Systems.
Lista de Símbolos
FpUq : Conjunto dos subconjuntos fuzzy de U.
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α
2 : Extremos inferior e superior, respectivamente, do intervalo fechado correspondente
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1 Introdução: Conjuntos, Números e Lógica
Fuzzy
"Quando as pessoas falam umas com as outras,
elas nunca dizem o que querem dizer.
Elas dizem outra coisa e é esperado
que você saiba o que elas querem dizer."
(Alan Turing)
1.1 Conjuntos Fuzzy
Intuitivamente, podemos dizer que um conjunto é uma coleção de elementos
que possuem, entre si, uma característica em comum. A teoria de conjuntos clássicos
lida com conjuntos que possuem fronteiras bem definidas, permitindo a determinação
exata de pertencimento ou não de um elemento ao conjunto. Por exemplo, o conjunto dos
números pares possui uma fronteria bem definida: dado x P Z, ou x é par, ou x não é.
Essa propriedade possibilita a descrição completa de um conjunto clássico por sua função
característica.
Definição 1.1.1. Função Característica de um Conjunto Clássico
Seja U um conjunto e A um subconjunto de U . A função característica χA :
U Ñ t0, 1u do subconjunto A é dada por:
χApuq “
#
0, se u R A,
1, se u P A.
Contudo, alguns conceitos com propriedades subjetivas não podem ser descritos
por uma função característica. Esse é o caso, por exemplo, de expressões utilizadas para
representar algumas situações como "em torno de", "baixa quantidade", "indivíduo alto",
entre outras.
A teoria de conjuntos fuzzy foi introduzida por Zadeh (1) e permitiu a formali-
zação matemática de alguns conceitos subjetivos via ampliação do contra-domínio de χA
para o intervalo real r0, 1s.
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Definição 1.1.2. Conjunto Fuzzy(2)
Seja U um conjunto universo qualquer. Um subconjunto fuzzy A de U é
caracterizado por uma função:
ϕA : U Ñ r0, 1s,
onde ϕA associa cada x P U ao valor ϕApxq no intervalo unitário r0, 1s. Essa
função é denominada função de pertinência do subconjunto fuzzy A. Dizemos que ϕApxq
é o grau de pertinência de x ao subconjunto fuzzy A. A pertinência completa de um
elemento x ao subconjunto A ocorre se ϕApxq “ 1, enquanto a não pertinência ocorre se
ϕApxq “ 0.
Para facilitar a notação, a partir de agora, denotaremos a função de pertinência
do subconjunto fuzzy A de U por A : U Ñ r0, 1s. Assim, a pertinência de um elemento
x P U ao subconjunto A será denotada por Apxq.
Pela definição anterior, um subconjunto fuzzy permite que elementos possuam
pertinência intermediária, não ficando restrito ao caso binário de pertencer ou não. O
conjunto dos subconjuntos fuzzy de U será denotado por FpUq. Note que PpUq Ď FpUq,
onde PpUq é o conjunto das partes de U .
Exemplo 1.1.3. Conjunto fuzzy dos números reais em torno de zero
O conjunto fuzzy A : RÑ r0, 1s, definido pela função de pertinência Apxq “
1
1` x2 , modela a expressão linguística "em torno de zero".
Exemplo 1.1.4. Conjunto fuzzy das pessoas jovens
O conjunto das pessoas jovens também pode ser descrito por um conjunto fuzzy
como, por exemplo, o conjunto dado pela função de pertinência A : r0, 120s Ñ r0, 1s:
Apxq “
$’’&’’%
1, se x P r0, 18s
50´ x
32 , se x P r18, 50s
0, se x P r50, 120s.
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Figura 1 – Função de pertinência do conjunto dos números em torno de zero.















Figura 2 – Função de pertinência do conjunto dos indivíduos jovens.
Obviamente, os exemplos anteriores exibem apenas uma das diversas possi-
bilidades para modelar os conceitos “próximo de zero” e “indivíduos jovens” através de
conjuntos fuzzy.
Todo conjunto clássico é um conjunto fuzzy com função de pertinência análoga
à sua função característica. Nesse caso, são admitidas apenas pertinência completa ou não
pertinência. Portanto, podemos afirmar que os conjuntos fuzzy são uma generalização dos
conjuntos clássicos.
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1.1.1 O Conceito de α-nível
É possível representar completamente um conjunto fuzzy a partir de uma
família de conjuntos clássicos, os chamados α-níveis.
Definição 1.1.5. Definição de α-nível
Seja A : U Ñ r0, 1s um conjunto fuzzy. O α-nível de A é um subconjunto
clássico de U definido por:
rAsα “ tx P U |Apxq ě αu, se 0 ă α ď 1. (1.1)
O suporte de A é o conjunto de todos elementos de U que possuem pertinência
não nula ao conjunto fuzzy A:
supppAq “ tx P U |Apxq ą 0u. (1.2)
Se U é um espaço topológico, então rAs0 é definido como o fecho do suporte de
A.
rAs0 “ cltx P U |Apxq ą 0u, (1.3)
onde cltx P U |Apxq ą 0u denota o fecho do suporte de A.
Dois subconjuntos fuzzy A e B são ditos iguais se Apxq “ Bpxq para todo
x P U . O próximo teorema diz que dois subconjuntos fuzzy são iguais se e somente se seus
α-níveis são iguais.
Teorema 1.1.6. (3)
Sejam A e B subconjuntos fuzzy de U . Então, A “ B se, e somente se,
rAsα “ rBsα para todo α P r0, 1s.
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Os conectivos básicos da teoria de conjuntos são união, intersecção, inclusão e
complemento. A teoria de conjuntos fuzzy estende esses conceitos utilizando as funções de
pertinência dos conjuntos.
Definição 1.1.7. União
Sejam A e B subconjuntos fuzzy de U . A união entre A e B é o subconjunto
fuzzy AYB definido pela função de pertinência:
pAYBqpxq “ maxtApxq, Bpxqu, @x P U.
Definição 1.1.8. Intersecção
Sejam A e B subconjuntos fuzzy de U . A intersecção entre A e B é o subconjunto
fuzzy AXB definido pela função de pertinência:
pAXBqpxq “ mintApxq, Bpxqu, @x P U.
Definição 1.1.9. Inclusão
Sejam A e B subconjuntos fuzzy de U . Dizemos que o conjunto A é subconjunto
fuzzy de B se:
Apxq ď Bpxq, @x P U.
Definição 1.1.10. Complemento
Seja A um subconjunto fuzzy de U . O complemento de A é o subconjunto fuzzy
AC definido pela função de pertinência:
ACpxq “ 1´ Apxq, @x P U.
O conjunto vazio é o conjunto cuja função de pertinência é nula para todos os
elementos enquanto o conjunto união é tal que Upxq “ 1 pra todo x P U .
O próximo teorema indica uma condição suficiente para que uma família de
subconjuntos clássicos de U represente os α-níveis de um subconjunto fuzzy de U.
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Teorema 1.1.11. Teorema de Representação de Negoita e Ralescu (4)
Seja Aα, α P r0, 1s, uma família de subconjuntos clássicos de U de modo que:
1.
ď
Aα Ă A0, α P r0, 1s.




Aαk , se αk convergir para α com αk ď α.
Nestas condições, existe um único subconjunto fuzzy A de U cujos α-níveis são exatamente
os conjuntos clássicos Aα:
rAsα “ Aα.
1.2 Conectivos da Lógica Fuzzy
A lógica fuzzy surge da generalização dos operadores lógicos booleanos para
o intervalo unitário r0, 1s. Dentre os principais conectivos básicos da lógica fuzzy estão
as t-normas, s-normas, negações e implicações. A seguir, serão definidos cada um dos
conectivos bem como alguns exemplos de cada um deles serão fornecidos.
1.2.1 Norma Triangular
Também conhecida como t-norma, a norma triangular é um conectivo básico
da lógica fuzzy que generaliza o conectivo clássico "e". Matematicamente, a t-norma é
uma operação binária T : r0, 1s2 Ñ r0, 1s comutativa, associativa, monotônica crescente e
com elemente neutro 1.
Definição 1.2.1. Definição de t-norma(5)
Uma t-norma é uma função T : r0, 1s2 Ñ r0, 1s que satisfaz as seguintes
propriedades:
1. Identidade: 1Tx “ x.
2. Comutatividade: xTy “ yTx.
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3. Associatividade: xT pyTzq “ pxTyqTz.
4. Monotonicidade: xTy ď zTw se x ď z e y ď w.
As t-normas terão papel fundamental no desenvolvimento desse trabalho. Elas
serão utilizadas como ferramentas para construção de distribuições de possibilidade con-
junta que por sua vez servirão de base para extensão de operações reais sobre conjuntos
fuzzy.
Dentre as t-norma mais utilizadas em lógica fuzzy, estão as listadas abaixo:
Exemplo 1.2.2. Mínimo, Produto, Lukasiewicz e Drástica
1. Mínimo: ^px, yq “ mintx, yu.
2. Produto: tP px, yq “ xy.




0, se maxtx, yu ‰ 1
mintx, yu, se maxtx, yu “ 1.
Como a t-norma do mínimo será utilizada com bastante frequência neste texto,
a partir de agora utilizaremos a seguinte notação:
mintx1, . . . , xnu “ x1 ^ . . .^ xn.
1.2.2 s-norma
As s-normas foram introduzidas como operações duais das t-normas. Assim
como as t-normas generalizam o conectivo "e", as s-normas generalizam o conectivo "ou",
tratando-se de uma importante operação entre conjuntos fuzzy.
Matematicamente, a s-norma é uma operação binária S : r0, 1s2 Ñ r0, 1s
comutativa, associativa, monotônica crescente e com elemente neutro 0.
Definição 1.2.3. Definição de s-norma(5)
Uma s-norma é uma função S : r0, 1s2 Ñ r0, 1s que satisfaz as seguintes
propriedades:
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1. Identidade: 0Sx “ x.
2. Comutatividade: xSy “ ySx.
3. Associatividade: xSpySzq “ pxSyqSz.
4. Monotonicidade: xSy ď zSw se x ď z e y ď w.
Dentre as s-normas mais utilizadas em lógica fuzzy, estão as listadas abaixo:
Exemplo 1.2.4. Máximo, Produto e Lukasiewicz
1. Máximo: _px, yq “ maxtx, yu.
2. Produto: sppx, yq “ x` y ´ xy.
3. Lukasiewicz : sLpx, yq “ mint1, x` yu.
Analogamente ao proposto para a t-norma do mínimo ^, a partir de agora
utilizaremos a seguinte notação para a s-norma do máximo:
maxtx1, . . . , xnu “ x1 _ . . ._ xn.
1.2.3 Negação Fuzzy
Negações fuzzy generalizam a negação clássica, uma operação unária  :
t0, 1u Ñ t0, 1u tal que  1 “ 0 e  0 “ 1. Para o caso fuzzy, a flexibilização do conjunto
t0, 1u para o intervalo r0, 1s possibilita a construção de diversos tipos de negação, mantendo
sempre as condições de fronteira clássicas e impondo uma certa monoticidade.
Definição 1.2.5. Negação Fuzzy(5)
Uma negação fuzzy é uma função N : r0, 1s Ñ r0, 1s que satisfaz as seguintes
propriedades:
1. Fronteira: Np0q “ 1.
2. Fronteira: Np1q “ 0.
3. Monoticidade: Npxq ě Npyq se x ď y.
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Uma negação estrita é uma negação que é estritamente decrescente. Uma
negação forte, é uma negação estrita que obedece a propriedade de involução NpNpxqq “ x.
Negações fortes são muito utilizadas em lógica fuzzy. A seguir, segue sua definição formal.
Definição 1.2.6. Negação Forte(5)
Uma negação forte é uma negação (1.2.5) que satisfaz as seguintes propriedades:
1. Monoticidade estrita: Npxq ą Npyq se x ă y.
2. Involução: NpNpxqq “ x.
A negação padrão Npxq “ 1´ x é uma negação forte, uma vez que satisfaz as
propriedades listadas acima. Também, para todo δ ą ´1, a função Nδpxq “ 1´ x1` δx , define
uma negação forte no intervalo r0, 1s (5).
1.2.4 Implicação Fuzzy
As implicações fuzzy são de fundamental importância uma vez que são bastante
utilizadas em sistemas de inferência fuzzy dentre várias outras aplicações. Elas generalizam
a implicação clássica, consistindo em todas as aplicações I : r0, 1s2 Ñ r0, 1s cuja restrição
aos vértices coincide com os valores da implicação clássica, respeitando monoticidade
distinta com relação à primeira (decrescente) e segunda (crescente) variáveis.
Definição 1.2.7. Implicação Fuzzy(5)
A aplicação I : r0, 1s2 Ñ r0, 1s é uma implicação fuzzy se satisfizer as seguintes
condições:
1. Decrescente na primeira variável: Ipx, yq ě Ipz, yq se x ď z.
2. Crescente na segunda variável: Ipx, yq ď Ipx,wq se y ď w.
3. Vértices: Ip1, 0q “ 0, Ip0, 0q “ 1, Ip1, 1q “ 1.
Implicações fuzzy podem ser criadas a partir do uso de t-normas, s-normas e
negações fuzzy. Esse é o caso das S-implicações e R-implicações.
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Definição 1.2.8. S-implicação (5)
Seja S uma s-norma, N uma negação forte e I : r0, 1s2 Ñ r0, 1s uma aplicação
tal que:
Ipx, yq “ SpNpxq, yq.
Então, I é uma implicação fuzzy, denominada S-implicação.
Um exemplo de S-implicação é a implicação de Lukasiewicz, obtida utilizando
a s-norma Spx, yq “ mintx` y, 1u e a negação padrão Npxq “ 1´ x.
Exemplo 1.2.9. Implicação de Lukasiewicz
Para todo x, y P r0, 1s, a implicação de Lukasiewicz é dada por:
ILpx, yq “ mint1´ x` y, 1u.
Definição 1.2.10. R-implicação
Seja T uma t-norma e I : r0, 1s2 Ñ r0, 1s uma aplicação tal que:
Ipx, yq “ suptz|T px, zq ď yu.
Então, I é uma implicação fuzzy (5), denominada R-implicação (implicação
residual).
O nome R-implicação vem de operação residual (6) e pode ser interpretada
assim: Ipx, yq é o maior valor com que y supera x segundo a t-norma T .
Exemplos de R-implicações são as implicações de Gödel e Goguen, construídas
utilizando as t-normas do mínimo e do produto, respectivamente.
Exemplo 1.2.11. R-implicações de Gödel e Goguen
Para todo x, y P r0, 1s, as implicações de Gödel e Goguen são dadas por:
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1. Implicação de Gödel:
gpx, yq “
#
1, se x ď y,
y, se x ą y.
2. Implicação de Goguen:
gnpx, yq “
#
1, se x ď y,
y
x
, se x ą y.
1.3 Relações Fuzzy
Relações fuzzy surgem da generalização das relações clássicas. As relações
clássicas entre n conjuntos arbitrários são subconjuntos do produto cartesiano entre eles.
Definição 1.3.1. Relação Clássica(3)
Dados n conjuntos arbitrários U1, . . . , Un, uma relação clássica R sobre U1 ˆ
. . .ˆ Un é um subconjunto clássico qualquer do produto cartesiano U1 ˆ . . .ˆ Un. Além
disso, se U1 “ . . . “ Un, então R é dita uma relação n-ária sobre o conjunto U .
Como uma relação clássica é, em particular, um subconjunto clássico do pro-
duto cartesiano, toda relação R pode ser completamente caracterizada por sua função
característica χR : U1 ˆ . . .ˆ Un Ñ t0, 1u:
χRpx1, . . . , xnq “
#
1, se px1, . . . , xnq P R
0, se px1, . . . , xnq R R.
Uma relação clássica indica se há ou não alguma associação entre alguns
objetos. Ao estendermos a função característica de uma relação clássica para uma função
de pertinência, damos origem às relações fuzzy. Assim, uma relação fuzzy, além de indicar
se há ou não uma associação entre objetos, também indica o grau dessa relação.
Definição 1.3.2. Relações Fuzzy(3)
Dados n conjuntos arbitrários U1, . . . , Un, uma relação fuzzyR sobre U1ˆ. . .ˆUn
é um subconjunto fuzzy de U1 ˆ . . .ˆ Un. Além disso, se U1 “ . . . “ Un, então R é dita
uma relação fuzzy n-ária sobre o conjunto U .
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Por se tratar de um conjunto fuzzy, toda relação R é definida por sua função
de pertinência R : U1 ˆ . . . ˆ Un Ñ r0, 1s. Dessa forma, Rpx1, . . . , xnq indica o grau da
relação entre os elementos x1, . . . , xn, segundo a relação R.
Uma relação fuzzy bastante utilizada em teoria de controladores e que, de certa
forma, generaliza o produto cartesiano clássico, é o produto cartesiano fuzzy. Ele é similar
à operação de intersecção fuzzy entre conjuntos porém, agora, permite-se que os conjuntos
envolvidos tenham universos distintos.
Exemplo 1.3.3. Produto Cartesiano Fuzzy
Sejam A1, . . . , An subconjuntos fuzzy de U1, . . . , Un, respectivamente. O produto
cartesiano fuzzy entre A1, . . . , An é a relação fuzzy denotada por A1ˆ . . .ˆAn cuja função
de pertinência é dada por:
pA1 ˆ . . .ˆ Anqpx1, . . . , xnq “ A1px1q ^ . . .^ Anpxnq.
Conforme veremos nos próximos capítulos, o produto cartesiano fuzzy dá origem
à distribuições de possibilidade conjunta não interativas.
A seguir, serão destacadas as relações binárias, que nada mais são que relações
entre dois universos quaisquer. As relações binárias serão bastante exploradas ao longo do
texto.
Definição 1.3.4. Relação Binária Clássica(3)
Dados dois conjuntos arbitrários U e V , uma relação binária R sobre U ˆ V é




1, se px, yq P R
0, se px, yq R R.
Definição 1.3.5. Relação Binária Fuzzy(3)
Sejam U e V conjuntos arbitrários não vazios. Qualquer subconjunto fuzzy R
de U ˆ V é uma relação fuzzy sobre U ˆ V .
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O valor de Rpx, yq pode ser interpretado como o grau de relação entre x e y,
sob a ótica da relação R, para px, yq P X ˆ Y . Assim, uma relação fuzzy não fica restrita
ao caso binário de existir ou não relação. Relações fuzzy admitem que determinados pares
px, yq do produto cartesiano X ˆ Y estejam relacionados de maneira intermediária. Essa
propriedade se torna uma excelente ferramenta para modelagem de fenômenos naturais,
onde a relação ou não entre dois elementos nem sempre está bem definida.
1.3.1 Composição Relacional Fuzzy Binária
Todas as operações definidas entre conjuntos fuzzy como união, intersecção,
t-normas e s-normas, podem ser realizadas entre relações fuzzy. Com isso, duas relações
fuzzy podem ser combinadas afim de produzir outra relação fuzzy. A combinação de duas
relacões fuzzy é denominada composição relacional fuzzy.
Dentre os principais exemplos de composição relacional fuzzy, está a composição
sup-t, definida a seguir:
Definição 1.3.6. Composição sup-t
Seja R uma relação fuzzy entre os conjuntos X e Y e seja S uma relação fuzzy
entre Y e Z. Então, a composição sup-t entre R e S é a relação fuzzy pR ˝t Sq dada por:
pR ˝t Sqpx, zq “
ł
yPY
Rpx, yq t Spy, zq , @px, zq P X ˆ Z, (1.4)
onde t é uma t-norma qualquer e
ł
denota o supremo.
Similarmente, a composição sup-t de uma relação fuzzy R entre os conjuntos
X e Y e um subconjunto fuzzy S de Y é o conjunto fuzzy pR ˝t Sq dado por:
pR ˝t Sqpxq “
ł
yPY
Rpx, yq t Spyq , @x P X. (1.5)
A notação ˝t será trocada por ˝ quando utilizarmos a t-norma do mínimo.
A composição sup-t é a mais utilizada dentre as diversas composições fuzzy
existentes. Nesse texto, ela será de extrema importância, uma vez que é possível escrever
extensões de operações aritméticas como uma composição sup-t, conforme veremos adiante.
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Dentre as demais composições existentes, detacam-se as composições inf-s e
inf-I, conforme definidas a seguir:
Definição 1.3.7. Composição inf-s
Sejam R uma relação fuzzy entre os conjuntos X e Y , S uma relação fuzzy
entre Y e Z e s uma s-norma qualquer. Então, a composição inf-s entre R e S é a relação
fuzzy pR ˝s Sq dada por:
pR ˝s Sqpx, zq “
ľ
yPY
Rpx, yq s Spy, zq , @px, zq P X ˆ Z. (1.6)
Definição 1.3.8. Composição inf-I
Sejam R uma relação fuzzy entre os conjuntos X e Y , S uma relação fuzzy
entre Y e Z e I uma implicação fuzzy qualquer. Então, a composição inf-I entre R e S é a
relação fuzzy pR ŸI Sq dada por:
pR ŸI Sqpx, zq “
ľ
yPY
IpRpx, yq , Spy, zqq , @px, zq P X ˆ Z. (1.7)
1.4 Números Fuzzy
O conceito de número fuzzy é fundamental em diversos campos como lógica
fuzzy, equações diferenciais fuzzy e análise fuzzy. Em particular, são subconjuntos fuzzy
dos números reais que obedecem uma determinada gama de propriedades e acabam por
generalizar o conceito de número real.
Para uma definição formal de número fuzzy, é necessária a definição de subcon-
juntos fuzzy normais, entre outros conceitos a serem elucidados a seguir:
Definição 1.4.1. Subconjunto Fuzzy Normal
Seja A um sobconjunto fuzzy de R, com função de pertinência A : RÑ r0, 1s.
O número fuzzy A é dito normal se Dx P R tal que Apxq “ 1.
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Definição 1.4.2. Subconjunto Fuzzy Convexo
Um subconjunto fuzzy A de R é dito convexo se para todos x, y P R e t P r0, 1s
temos Aptx` p1´ tqyq ě mintApxq, Apyqu.
Definição 1.4.3. Subconjunto Semicontínuo Superiormente
Um subconjunto fuzzy A de R é dito semicontínuo superiormente se @ ą 0
existe δ ą 0 tal que Apxq ´ Apx0q ă , com |x´ x0| ă δ.
As definições acima fornecem as ferramentas necessárias para a definição formal
de número fuzzy.
Definição 1.4.4. Número Fuzzy(5)
Um subconjunto fuzzy A de R é dito número fuzzy quando satisfaz as seguintes
propriedades:
1. A é um subconjunto fuzzy normal.
2. A é um subconjunto fuzzy convexo.
3. A é um subconjunto fuzzy semicontínuo superiormente.
4. O fecho do suporte de A é compacto.
A partir de agora, vamos denotar o conjunto dos números fuzzy por RF .
Exemplo 1.4.5. Todo número real x P R é um número fuzzy cuja função de pertinência é a
própria função característica. Dessa forma, o conjunto dos números reais é um subconjunto
do conjunto dos números fuzzy R Ă RF .
O teorema a seguir, conhecido como teorema do empilhamento, caracteriza os
α-níveis de um número fuzzy. Este teorema garante, dentre outras coisas, que se A P RF ,
então rAsα são intervalos fechados e não vazios para todo α P r0, 1s.
Teorema 1.4.6. Teorema do Empilhamento(4)
Seja A um número fuzzy qualquer. Então, seus α-níveis obedecem as seguintes
propriedades:
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1. rAsα é um intervalo fechado e não vazio de R para todo α P r0, 1s.
2. rAsα Ď rAsβ se 0 ď β ď α ď 1.
3. Para toda sequencia pαnq que converge para α P p0, 1s, com αn ď α, temos que8č
n“1
rAsαn “ rAsα.











Uma demonstração desse teorema pode ser encontrada em (5).
Como os α-níveis de um número fuzzy são intervalos fechados de R, a partir de
agora, denotaremos os α-níveis de um número fuzzy A por:
rAsα “ raα1 , aα2 s.
A seguir, será enunciado o teorema de caracterização de Negoita e Ralescu.
Este teorema pode ser visto como um teorema recíproco do Teorema do empilhamento
1.4.6 e trata da caracterização de um número fuzzy por seus α-niveis.
Teorema 1.4.7. Teorema de Caracterização (4)
Dada uma família de intervalos reais tMα|α P r0, 1su que satisfaça as seguintes
propriedades:
1. Mα é um intervalo fechado e não vazio de R para todo α P r0, 1s.
2. Mα ĎMβ se 0 ď β ď α ď 1.
3. Para toda sequencia pαnq que converge para α P p0, 1s, com αn ď α, temos que8č
n“1
Mαn “Mα.











Então, existe um único A P RF , tal que rAsα “Mα, para qualquer α P r0, 1s.
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Uma demonstração desse teorema pode ser encontrada em (5).
Exemplos típicos de números fuzzy são os números fuzzy triangulares e trape-
zoidais, cujas funções de pertinência podem ser descritas de maneira elegante.
1.4.1 Números Fuzzy Triangulares
Os números fuzzy triagulares são os números fuzzy mais utilizados na teoria
e aplicações. São denominados dessa forma pois suas funções de pertinência têm forma
triangular.
Definição 1.4.8. Número Fuzzy Triangular
Um número fuzzy A é dito triangular se sua função de pertinência A : RÑ r0, 1s
pode ser descrita da seguinte forma:
Apxq “
$’’’&’’’%
0 se x ă a ou x ą c,
x´ a
b´ a se x ě a e x ď b,
x´ c
b´ c se x ě b e x ď c,
onde a, b, c P R e a ă b ă c.
Alternativamente, denotamos um número fuzzy triangular A pela terna A “
pa; b; cq.















Figura 3 – Número triangular fuzzy A “ pa, b, cq “ p´1; 0; 1q que representa o conjunto
dos números em torno de zero.
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Outra propriedade interessante de um número fuzzy triangular é que seus
α-níveis podem ser escritos apenas como função dos elementos que representam sua terna.
Assim, se A é um número fuzzy triangular, seus α-níveis são dados por:
rAsα “ rpb´ aqα ` a, pb´ cqα ` cs. (1.8)
Números fuzzy triangulares são ferramentas poderosas para modelar conjuntos
fuzzy. Por exemplo, o conjunto dos números em torno de 10 pode ser representado pelo
número triangular p9; 10; 11q.















Figura 4 – Número fuzzy triangular A “ p9; 10; 11q que representa o conjunto dos números
em torno de dez.
1.4.2 Números Fuzzy Tapezoidais
Analogamente aos números triangulares, os números fuzzy trapezoidais são
denominados dessa forma pois suas funções de pertinência têm a forma de um trapézio.
Definição 1.4.9. Número Fuzzy Trapezoidal
Um número fuzzy A é dito trapezoidal se sua função de pertinência, A : RÑ
r0, 1s é da forma:
Apxq “
$’’’’’’&’’’’’’%
0 se x ă a ou x ą d,
1 se x ě b e x ď c,
x´ a
b´ a se x ě a e x ď b,
x´ d
c´ d se x ě c e x ď d,
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onde a, b, c, d P R e a ă b ď c ă d.
Denotamos um número fuzzy trapezoidal A por: A “ pa; b; c; dq.
Claramente, os números fuzzy triangulares são um caso particular dos números
fuzzy trapezoidais com b “ c.
Assim como acontece para um número fuzzy triangular, os α-níveis de um
número trapezoidal podem ser escritos apenas como função dos parâmetros a, b, c, d. Assim,
se A é um número fuzzy trapezoidal, seus α-níveis são dados por:
rAsα “ rpb´ aqα ` a, pc´ dqα ` ds.
Podemos utilizar os números trapezoidais para modelar diversas situações. Por
exemplo, o conjunto dos indivíduos adolescentes pode ser representado pelo número fuzzy
trapezoidal p13; 15; 18; 20q, conforme mostra a figura abaixo.















Figura 5 – Número fuzzy trapeziodal A “ p13; 15; 18; 20q que representa o conjunto dos
indivíduos adolescentes.
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2 Princípio de Extensão e Aritmética Fuzzy
"Conforme a complexidade de um sistema aumenta,
nossa habilidade de fazer afirmações precisas e
significativas sobre seu comportamente diminui,
até o limiar em que a precisão e relevância tornam-se
praticamente características mutuamente exclusivas."
(Zadeh)
2.1 Princípio de Extensão de Zadeh
O princípio de extensão de Zadeh é um mecanismo proposto por Zadeh (1),
utilizado para estender qualquer função f : X1 ˆ . . .ˆXn Ñ Y , onde X1, . . . , Xn e Y são
universos arbitrários, para uma função f^ : FpX1q ˆ . . .ˆ FpXnq Ñ FpY q.
O objetivo do princípio da extensão de Zadeh, para uma função f : X1 ˆ . . .ˆ
Xn Ñ Y , é indicar como deve ser a imagem de um subconjunto fuzzy de X1 ˆ . . .ˆXn
por meio de f .
Definição 2.1.1. Princípio de Extensão de Zadeh
Sejam X1, . . . , Xn, Y conjuntos arbitrários não vazios e f uma função f :
X1 ˆ . . .ˆXn Ñ Y . O princípio de extensão de Zadeh fornece uma função f^ : FpX1q ˆ
. . .ˆ FpXnq Ñ FpY q definida para todo y P Y por:
f^pA1, . . . , Anqpyq “
ł
tpx1,...,xnqPX1ˆ...ˆXn|px1,...,xnqPf´1pyqu
A1px1q ^ . . .^ Anpxnq,
onde f´1pyq “ tpx1, . . . , xnq P X1ˆ, . . . ,ˆXn | fpx1, . . . , xnq “ yu.
Note que f´1pyq pode ser vazio e, neste caso, definimos f^pA1, . . . , Anqpyq “ 0.
A notação f^ é devida ao uso, pelo princípio de extensão de Zadeh, da t-norma
do mínimo.
O princípio de extensão de Zadeh permitiu, pela primeira vez, a extensão de
funcionais reais sobre conjuntos fuzzy. A partir desse princípio, qualquer funcional definido
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sobre os reais pôde ser utilizado para realizar operações com conjuntos fuzzy. Com o passar
do tempo, outras formas de extensão surgiram, gerando resultados e propriedades distintas,
o que deu origem a um campo interessante de investigação. É exatamente por esse campo
que esse trabalho se desenvolverá.
Claramente, a imagem de uma função obtida via extensão de Zadeh é um
conjunto fuzzy. Um importante teorema, que será utilizado no decorrer dessa dissertação,
nos garante que, via extensão de Zadeh, o α-nível de uma função contínua aplicada sobre
um conjunto fuzzy A, é o mesmo que a imagem obtida pela função f quando aplicada
sobre o conjunto clássico rAsα.
Teorema 2.1.2. (3)
Seja f : Rn Ñ Rm uma função contínua, A P FpRnq e f^ : FpRnq Ñ FpRmq a
extensão de Zadeh da função f . Então:
rf^pAqsα “ fprAsαq,
para todo α P r0, 1s.
Outro importante teorema sobre extensões de funções contínuas é o Teorema
de Nguyen.
Teorema 2.1.3. Teorema de Nguyen (7)
Suponha que f : Rn ˆ Rm Ñ Rk seja uma função contínua e que A e B
sejam subconjuntos fuzzy de Rn e Rm, respectivamente. Suponha também que f^ :
FpRnq ˆ FpRmq Ñ FpRkq seja a extensão de Zadeh da função f . Então:
rf^pA,Bqsα “ fprAsα ˆ rBsαq.
2.1.1 Operações Aritméticas com Números Fuzzy
A seguir, vamos exemplificar o princípio de extensão de Zadeh, detalhando
como são feitas as extensões das operações aritméticas tradicionais de números reais. Cada
operação aritmética entre conjuntos fuzzy é dada pela extensão de Zadeh da respectiva
operação aritmética real.
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Exemplo 2.1.4. Operações aritméticas via princípio de extensão de Zadeh
Suponha que A e B sejam conjuntos fuzzy quaisquer e que δ seja um número
real.
1. Soma: seja ` : RˆRÑ R a função soma `px, yq “ x` y. A extensão de Zadeh da





2. Subtração: seja ´ : RˆRÑ R a função subtração ´px, yq “ x´ y. A extensão de






3. Multiplicação por escalar: seja fδ : R Ñ R a função multiplicação por escalar
fδpxq “ δx. A extensão de Zadeh da função multiplicação por escalar é o conjunto





4. Produto: seja ˚ : Rˆ RÑ R a função produto ˚px, yq “ xy. A extensão de Zadeh






5. Divisão: seja ˜ : Rˆ RÑ R a função divisão ˜px, yq “ x{y. A extensão de Zadeh
da função divisão, para 0 R rBs0, é o conjunto fuzzy ˜^pA,Bq, cuja função de





Capítulo 2. Princípio de Extensão e Aritmética Fuzzy 35
Os resultados anteriores têm uma importante consequência prática quando
desejamos operar com números fuzzy. Como os α-niveis de um número fuzzy são intervalos
fechados de R (Teorema 1.4.6), para caracterizarmos o conjunto fuzzy resultante da
operação, basta operarmos sobre os α-níveis dos números fuzzy, utilizando aritmética
intervalar (3). Com isso, a seguir vamos definir as operações aritméticas entre intervalos
reais.
Definição 2.1.5. Operações Aritméticas Intervalares
Seja δ um número real e A e B dois intervalos fechados da reta real, represen-
tados por A “ ra1, a2s e B “ rb1, b2s. As operações aritméticas entre A e B são definidas
por:
1. Soma entre Intervalos Fechados:
A`B “ ra1 ` b1, a2 ` b2s.
2. Subtração entre Intervalos Fechados:
A´B “ ra1 ´ b2, a2 ´ b1s.
3. Multiplicação de um Intervalo Fechado por um Escalar:
δA “
#
rδaα1 , δaα2 s se δ ě 0,
rδaα2 , δaα1 s se δ ă 0.
4. Produto entre Intervalos Fechados:
A ˚B “ rminP,maxP s,
onde P “ ta1b1, a1b2, a2b1, a2b2u.
5. Divisão entre Intervalos Fechados:
A{B “ ra1, a2s ˚ r1{b2, 1{b1s,
onde 0 R B.
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Utilizando os resultados da aritmética intervalar e o Teorema 2.1.2, a aplicação
do princípio de extensão de Zadeh para operações aritméticas se torna bastante simples
quando operamos com números fuzzy (3).
Proposição 2.1.6. Operações Aritméticas com Números Fuzzy
Sejam A e B dois números fuzzy cujos α-níveis são dados, respectivamente,
por raα1 , aα2 s e rbα1 , bα2 s. Então:
1. Soma de Números Fuzzy: seja ` : RˆRÑ R a função soma `px, yq “ x` y. A
extensão de Zadeh da função soma é o conjunto fuzzy `^pA,Bq, cujos α-níveis são
dados por:
r`^pA,Bqsα “ `prAsαˆrBsαq “ rAsα`rBsα “ raα1 , aα2 s`rbα1 , bα2 s “ raα1`bα1 , aα2`bα2 s.
2. Subtração de Números Fuzzy: seja ´ : RˆRÑ R a função subtração ´px, yq “
x´ y. A extensão de Zadeh da função subtração é o conjunto fuzzy ´^pA,Bq, cujos
α-níveis são dados por:
r´^pA,Bqsα “ ´prAsαˆrBsαq “ rAsα´rBsα “ raα1 , aα2 s´rbα1 , bα2 s “ raα1´bα2 , aα2´bα1 s.
3. Multiplicação de Número Fuzzy por Escalar: seja fδ : RÑ R a multiplicação
de um escalar δ por uma variável fδpxq “ δx. A extensão de Zadeh dessa função é o
conjunto fuzzy fδ^pAq, cujos α-níveis são dados por:




rδaα1 , δaα2 s se δ ě 0,
rδaα2 , δaα1 s se δ ă 0.
4. Produto de Números Fuzzy: seja ˚ : Rˆ RÑ R a função produto ˚px, yq “ xy.
A extensão de Zadeh da função produto é o conjunto fuzzy ˚^pA,Bq, cujos α-níveis
são dados por:
r˚^pA,Bqsα “ ˚prAsα ˆ rBsαq “ rAsα ˚ rBsα “ raα1 , aα2 s ˚ rbα1 , bα2 s “
rmintaα1 bα1 , aα1 bα2 , aα2 bα1 , aα2 bα2 u,maxtaα1 bα1 , aα1 bα2 , aα2 bα1 , aα2 bα2 us.
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5. Divisão de Números Fuzzy: seja ˜ : Rˆ RÑ R a função divisão ˜px, yq “ x{y
e suponha que 0 R rBs0. A extensão de Zadeh da função divisão é o conjunto fuzzy
˜^pA,Bq, cujos α-níveis são dados por:
r˜^pA,Bqsα “ ˜prAsα ˆ rBsαq “ rAs
α
rBsα “
raα1 , aα2 s








Os exemplos abaixo fazem uso da arimética fuzzy oriunda do princípio de
extensão de Zadeh.
Exemplo 2.1.7. Considere os números fuzzy triangulares A1 “ A2 “ p1; 2; 3q. Pela
equação 1.8: rA1sα “ rA2sα “ rα ` 1,´α ` 3s. Portanto, os α-níveis das operações
aritméticas são dados por:
1. Soma: r`^pA,Bqsα “ r2pα ` 1q, 2p´α ` 3qs.
2. Subtração: r´^pA,Bqsα “ r2α ´ 2,´2α ` 2s.
3. Multiplicação por escalar:rf2^pAqsα “ r2pα ` 1q, 2p´α ` 3qs.
4. Produto: r˚^pA,Bqsα “ rpα ` 1q2, p´α ` 3q2s.
5. Divisão: r˜^pA,Bqsα “ rpα ` 1q´α ` 3 ,
´α ` 3
α ` 1 s.
O exemplo anterior ilustra propriedades importantes das operações ariméticas
entre números fuzzy baseadas no princípio de extensão de Zadeh. Por exemplo, o produto
e a divisão entre números fuzzy triangulares pode não resultar em um número fuzzy
triangular. Entretanto, é fácil verficar que a soma, subtração e multiplicação por escalar
retorna um número fuzzy triangular. O caso da soma é retratado de maneira mais geral
no exemplo a seguir:
Exemplo 2.1.8. Considere os números fuzzy triangulares A1 “ pa1; b1; c1q e A2 “
pa2, ; b2; c2q. Pela equação 1.8:
rA1sα “ rpb1 ´ a1qα ` a1, pb1 ´ c1qα ` c1s,
rA2sα “ rpb2 ´ a2qα ` a2, pb2 ´ c2qα ` c2s.
Então:
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r`^pA1, A2qsα “ rpb1 ´ a1qα ` a1 ` pb2 ´ a2qα ` a2, pb1 ´ c1qα ` c1 ` pb2 ´ c2qα ` c2s “
rppb1 ` b2q ´ pa1 ` a2qqα ` pa1 ` a2q, ppb1 ` b2q ´ pc1 ` c2qqα ` pc1 ` c2qs.
Portanto:
`^pA1, A2q “ pa1 ` a2, b1 ` b2, c1 ` c2q.
Conforme visto anteriormente, as operações aritméticas com números fuzzy,
via extensão de Zadeh, podem ser completamente definidas via operações aritméticas
intervalares. Contudo, uma das consequências imediatas dessa propriedade é que a soma
entre dois números fuzzy sempre acarreta em um aumento do suporte do conjunto solução.
Os exemplo abaixo ilustra essa característica:
Exemplo 2.1.9. Seja ` : R ˆ R Ñ R a função soma `px, yq “ x ` y e `^ a extensão
de Zadeh da função soma. Considere, também, o número fuzzy triangular A “ p´1; 0; 1q.
Então:
1. `^pA,Aq “ p´2; 0; 2q “ B.
2. `^pB,Aq “ p´3; 0; 3q “ C.
3. `^pC,Aq “ p´4; 0; 4q.
De maneira geral, dados dois números fuzzy A e B tais que rAsα “ raα1 , aα2 s e
rBsα “ rbα1 , bα2 s para todo α P r0, 1s, então r`^pA,Bqsα “ raα1 ` bα1 , aα2 ` bα2 s. Consequente-
mente, a seguinte propriedade é válida:
diamtr`^pA,Bqsαu ě maxtdiamtrAsαu, diamtrBsαuu, @α P r0, 1s, (2.1)
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onde diamtrAsαu “ |aα2 ´ aα1 |, diamtrBsαu “ |bα2 ´ bα1 | e diamtr`^pA,Bqsαu “
|paα2 ` bα2 q ´ paα1 ` bα1 q|.
Em particular, para α “ 0, temos o seguinte resultado:
diamtr`^pA,Bqs0u ě maxtdiamtrAs0u, diamtrBs0uu.
As figuras a seguir ilustram o aumento progressivo do suporte do conjunto
fuzzy a partir de sucessivas operações de soma estendida via princípio de extensão de
Zadeh.















Figura 6 – `^pA,Aq, onde A “ p´1; 0; 1q.















Figura 7 – `^pB,Aq, onde A “ p´1; 0; 1q e B “ p´2; 0; 2q.
O tamanho do suporte de um número fuzzy pode ser tomado, em algumas
situações, como uma medida de incerteza possibilística. Nesses casos, a aplicação do
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Figura 8 – `^pC,Aq, onde A “ p´1; 0; 1q e C “ p´3; 0; 3q.
princípio de extensão de Zadeh, como mecanismo para extensão de funções reais, pode
ocasionar em um indesejado aumento da incerteza. Por exemplo, em muitos sistemas
dinâmicos, a soma exerce papel fundamental na descrição das curvas soluções. Com isso, a
utilização do princípio de extensão de Zadeh resultará no aumento progressivo da incerteza
(medida pelo tamanho do suporte do conjunto solução) com o tempo. Essa propriedade
pode tornar inviável o modelo matemático como uma caricatura fiel do fenômeno estudado,
como veremos nas aplicações em modelos de biomatemática no penúltimo capítulo.
Outra consequência importante da extensão da operação soma via princípio de
extensão de Zadeh é a não existência do oposto aditivo. Para que o conjunto RF dos números
fuzzy, com as operações de soma e multiplicação por escalar definidas anteriormente, forme
um espaço vetorial, é preciso que, entre outras coisas, para cada elemento A P RF , exista
p´Aq P RF tal que `^pA,´Aq “ 0. Contudo, a soma definida via extensão de Zadeh não
fornece um oposto aditivo para cada elemento do conjunto dos números fuzzy.
Por exemplo, vamos exemplificar a soma de um número fuzzy triangular A com
´A (aqui, ´A é conjunto fuzzy resultante da multiplicação de A pelo escalar p´1q, não
denotando seu oposto aditivo).
Exemplo 2.1.10. Soma de um número fuzzy triangular A com ´A
Seja A “ p1; 2; 3q. Então, B “ p´1q ˚^ A “ p´3;´2;´1q e, consequentemente:
`^pA,Bq “ p´2; 0; 2q ‰ χ0.
Este exemplo foi desenvolvido apenas para ilustrar a não existência do oposto
aditivo via soma de Zadeh. Como conclusão, o conjunto dos números fuzzy, com as
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operações de adição e multiplicação por escalar definidas via extensão de Zadeh, não forma
um espaço vetorial.
Antes de definir o princípio de extensão baseado em t-normas, que generaliza
o princípio de extensão de Zadeh e dá origem a extensões do operador soma "menores",
vamos introduzir, na próxima subseção, alguns outros tipos de subtração entre números
fuzzy para os quais A´ A “ χ0 para todo A P RF .
2.1.2 Subtração entre Números Fuzzy
O princípio de extensão de Zadeh para a operação de subtração entre números
fuzzy é baseado na diferença clássica entre intervalos. Uma das principais consequências
disso, conforme vimos nos exemplos dessa seção, está no fato do conjunto resposta
apresentar suporte maior ou igual ao suporte dos números fuzzy envolvidos. Dessa forma,
a extensão de Zadeh da operação de subtração entre dois números fuzzy não crisp é sempre
um número fuzzy não crisp e, portanto, ´^pA,Aq ‰ χ0, para todo A P RF . Contudo,
existem outras abordagens para aritmética intervalar que são diferentes das propostas na
definição 2.1.5.
A aritmética intervalar denominada CIA (8) (do inglês, “constraint interval
arithmetic”) considera um certo tipo “dedependência” entre os intervalos envolvidos. Nesse
contexto, os intervalos são tratados como funções com valores reais da seguinte forma:
dado ra1, a2s Ă R, o intervalo ra1, a2s é representado pela função AIpa1, a2, λAq “ ta|a “
p1´ λAqa1 ` λAa2u, λA P r0, 1s.
Com essa abordagem, a subtração entre intervalos possui propriedades distintas
das apresentadas anteriormente, conforme definição a seguir:
Definição 2.1.11. Subtração Intervalar - CIA
Dados dois intervalos reais A “ ra1, a2s e B “ rb1, b2s, a subtração ´CIApA,Bq
é dada por:
´CIApA,Bq “ trp1´ λAqa1 ` λAa2s ´ rp1´ λBqb1 ` λBb2s, λA, λB P r0, 1su. (2.2)
Essa aritmética intervalar pode dar origem a uma nova gama de operações
aritméticas entre números fuzzy (9), uma vez que a artimética entre números fuzzy
é equivalente a aritmética intervalar considerando a operação em cada α-nível. Essa
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aritmética entre números fuzzy dá origem a uma operação de subtração cuja propriedade
´CIApA,Aq “ χ0 é satisfeita para todo número fuzzy A. Essa subtração é definida nível a
nível, conforme definição a seguir.
Definição 2.1.12. Subtração entre Números Fuzzy - CIA
Dados A,B P RF , a subtração ´CIApA,Bq é definida, para cada α P r0, 1s, da
seguinte forma:
r´CIApA,Bqsα “ trp1´ λAqaα1 ` λAaα2 s ´ rp1´ λBqbα1 ` λBbα2 s, λA, λB P r0, 1su, (2.3)
onde rAsα “ raα1 , aα2 s e rBsα “ rbα1 , bα2 s.
Exemplo 2.1.13. Subtração entre Números Fuzzy Idênticos - CIA
Dado A P RF , para todo α P r0, 1s:
r´CIApA,Aqsα “ trp1´ λAqaα1 ` λAaα2 s ´ rp1´ λAqaα1 ` λAaα2 s, λA P r0, 1su.
Portanto:
r´CIApA,Aqsα “ χ0.
A subtração definida em 2.1.12 mostra que é possível subtrair um número fuzzy
dele mesmo e ter, como resultado, o número crisp zero. Claro que isso está diretamente
relacionado à forma como a operação de subtração é definida. A subtração anterior
(assim como a proposta via princípio de extensão de Zadeh), faz uso direto de operações
intervalares. Não necessariamente as operações aritméticas entre números fuzzy precisam
estar diretamente entrelaçadas com algum tipo de operação intervalar. Nesse contexto,
vamos introduzir a diferença de Hukuhara a (10) que, dentre suas principais características,
destaca-se o fato da subtração de um número fuzzy A dele mesmo ser o número crisp zero,
ou seja, apA,Aq “ χ0.
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Definição 2.1.14. Diferença de Hukuhara(10, 11)
Dados A,B P RF , a diferença de Hukuhara apA,Bq “ C é o número fuzzy C
tal que A “ `^pB,Cq, se ele existir.
Conforme a definição acima, para que seja possível realizar a operação apA,Bq
é necessário que exista C P RF tal que A “ `^pB,Cq. Com isso, a diferença de Hukuhara
não está definida para qualquer par de números fuzzy. De fato, dados A,B P RF , a
diferença de Hukuhara só está definida quando o primeiro termo possui diâmetro maior do
que o segundo. Claramente, a diferença de Hukuhara sempre está definida quando os dois
números fuzzy envolvidos são iguais e, nesse caso, apA,Aq “ χ0.
Exemplo 2.1.15. Diferença de Hukuhara entre dois números fuzzy idênticos
Dado A P RF , a diferença de Hukuhara de A por ele mesmo é o número crisp
zero.
apA,Aq “ χ0.
Isso ocorre pois existe C “ χ0 tal que A “ `^pA,Cq.
Em termos de α-níveis, a diferença de Hukuhara pode ser caracterizada da
seguinte forma:
Proposição 2.1.16. Caracterização da Diferença de Hukuhara via α-nível(5)
Os α-níveis da diferença de Hukuhara rapA,Bqsα, quando existem, são dados
pela seguinte expressão (5):
rapA,Bqsα “ raα1 ´ bα1 , aα2 ´ bα2 s, (2.4)
onde rAsα “ raα1 , aα2 s e rBsα “ rbα1 , bα2 s.
A equação (2.4) explicita a condição necessária para existência da diferença de
Hukuhara, a saber, o primeiro termo deve possuir diâmetro maior do que o segundo.
Vale ressaltar que a diferença de Hukuhara entre números fuzzy foi utilizada
para se estudar, pela primeira vez, a derivada de funções fuzzy (3).
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A diferença generalizada de Hukuhara (diferença gH) agH , como o próprio
nome diz, surgiu como uma generalização da diferença de Hukuhara definida em 2.1.14.
Essa diferença mantém a propriedade agHpA,Aq “ χ0 para todo A P RF , porém, está
definida para uma classe maior de pares de números fuzzy, conforme definição a seguir.
Definição 2.1.17. Diferença Generalizada de Hukuhara(12, 13)
Dados A,B P RF , a diferença generalizada de Hukuhara (diferença gH)
agHpA,Bq “ C é o número fuzzy C, se ele existir, tal que:
#
A “ `^pB,Cq ou
B “ ´^pA,Cq.
Pela Definição 2.1.17, a diferença generalizada de Hukuhara não está definida
para todos os pares de números fuzzy, contudo, percebe-se claramente que ela abrange uma
classe maior de pares de números fuzzy. Além disso, é fácil concluir que agHpA,Aq “ χ0
para todo A P RF , uma vez que se trata de uma generalição da diferença anterior.
Em termos de α-níveis, a diferença generalizada de Hukuhara pode ser caracte-
rizada da seguinte forma.
Proposição 2.1.18. Caracterização da Diferença Generalizada de Hukuhara via
α-nível(5)
Os α-níveis da diferença generalizada de Hukuhara ragHpA,Bqsα, quando
existem, são dados por:
ragHpA,Bqsα “ rmintaα1 ´ bα1 , aα2 ´ bα2 u,maxtaα1 ´ bα1 , aα2 ´ bα2 us, (2.5)
onde rAsα “ raα1 , aα2 s e rBsα “ rbα1 , bα2 s.
A expressão acima é baseada na aritmética intervalar proposta por Markov em
(14, 15).
Apesar de sua maior abrangência em relação à diferença de Hukuhara, a
diferença generalizada de Hukuhara nem sempre está definida. Uma outra diferença, a
chamada diferença generalizada (diferença g) ag, reproduz os resultados propostos pela
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diferença generalizada de Hukuhara quando ela existe mas está definida para qualquer par
de números fuzzy (5).
Definição 2.1.19. Diferença Generalizada(12, 16)
Dados A,B P RF , a diferença generalizada (diferença g) agpA,Bq “ C é o




agHprAsβ, rBsβqu, para todo α P r0, 1s, (2.6)
,
onde a diferença agH é realizada sobre os intervalos rAsβ e rBsβ.
Pode-se representar os α-níveis da diferença generalizada (diferença g) de forma
mais elegante, conforme a proposição abaixo.
Proposição 2.1.20. Caracterização da Diferença Generalizada via α-nível(16)




mintaβ1 ´ bβ1 , aβ2 ´ bβ2u,
ł
βěα
maxtaβ1 ´ bβ1 , aβ2 ´ bβ2us, (2.7)
onde rAsα “ raα1 , aα2 s e rBsα “ rbα1 , bα2 s.
Apesar de estar definida para qualquer par de números fuzzy A e B, o conjunto
fuzzy C, resultante da operação agpA,Bq “ C, nem sempre é um número fuzzy. O leitor
interessado em maiores detalhes sobre esse assunto, pode consultar a referência (17).
Na próxima seção vamos introduzir o princípio de extensão baseado em t-norma
que generaliza o princípio de extensão de Zadeh. Veremos que esse princípio dará origem a
diferentes tipos de extensões das operações aritméticas entre números fuzzy, propiciando
resultados distintos dos já apresentados até aqui.
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2.2 O Princípio de Extensão Baseado em t-norma
O princípio de extensão proposto por Zadeh faz uso da t-norma do mínimo
para construir o conjunto fuzzy resultante da operação. Todavia, qualquer outra t-norma
poderia ser utilizada como forma de obter uma extensão de um funcional específico. A
utilização de t-normas para estender funcionais fuzzy dá origem ao princípio de extensão
baseado em t-norma, conforme enunciado a seguir.
Definição 2.2.1. Princípio de Extensão Baseado em t-norma
Sejam X1, . . . , Xn e Y conjuntos arbitrários não vazios, f uma função f :
X1 ˆ . . . ˆ Xn Ñ Y , e t uma t-norma qualquer. O princípio de extensão baseado em
t-norma fornece uma função ft : FpX1q ˆ . . .ˆFpXnq Ñ FpY q definida, para todo y P Y ,
por:
ftpA1, . . . , Anqpyq “
ł
tpx1,...,xnqPX1ˆ...ˆXn|px1,...,xnqPf´1pyqu
A1px1qt . . . tAnpxnq,
onde f´1pyq “ tpx1, . . . , xnq P X1ˆ, . . . ,ˆXn | fpx1, . . . , xnq “ yu.
Se f´1pyq é vazio , definimos ftpA1, . . . , Anqpyq “ 0.
O princípio de extensão de Zadeh é um caso particular do princípio de extensão
baseado em t-normas cuja t-norma utilizada é a do mínimo.
Teorema 2.2.2. (18)
Suponha que f : R ˆ R Ñ R seja uma função contínua e que A e B sejam
dois números fuzzy quaisquer. Suponha também que t seja uma t-norma e que ft :
FpRqˆFpRq Ñ FpRq seja a extensão baseada na t-norma t da função f . Ainda, considere
C o conjunto fuzzy cujos α-níveis sejam dados por: rCsα “ tpx, yq P RˆR|ApxqtBpyq ě αqu.
Então:
rftpA,Bqsα “ fprCsαq.
O Teorema de Nguyen 2.1.3 é um caso particular desse teorema e é resultado
direto da próxima proposição, que faz uso do produto cartesiano com relação a t-norma.
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Definição 2.2.3. Produto Cartesiano com Respeito a t-norma
Sejam t uma t-norma e A e B dois números fuzzy quaisquer. Então, para
qualquer α P r0, 1s, o conjunto fuzzy A ˆt B, cuja função de pertinência é dada por
pAˆt Bqpx, yq “ ApxqtBpyq, é denominado produto cartesiano entre A e B com respeito
a t-norma t.
Proposição 2.2.4. (19)
Seja t uma t-norma e A e B dois números fuzzy quaisquer. Então:
rAˆt Bsα “ rAsα ˆ rBsα,
se, e somente se, t for a t-norma do mínimo.
2.2.1 Operações Aritméticas Baseadas em t-normas
A seguir, detalharemos as extensões das operações aritméticas baseadas nas
t-normas do produto e drástica.
Exemplo 2.2.5. Operações Aritméticas via t-norma do Produto
Suponha que A e B sejam números fuzzy quaisquer e que δ seja um número
real.
1. Soma: seja ` : Rˆ RÑ R a função soma `px, yq “ x` y. A extensão baseada na
t-norma do produto tP da função soma é o conjunto fuzzy `tP pA,Bq cuja função de





2. Subtração: seja ´ : R ˆ R Ñ R a função subtração ´px, yq “ x ´ y. A extensão
baseada na t-norma do produto tP da função subtração é o conjunto fuzzy ´tP pA,Bq
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3. Multiplicação por Escalar: seja fδ : R Ñ R a função multiplicação por escalar
fδpxq “ δx. A extensão baseada na t-norma do produto tP da função multiplicação





4. Produto: seja ˚ : RˆRÑ R a função produto ˚px, yq “ xy. A extensão baseada na
t-norma do produto tP da função produto é o conjunto fuzzy ˚tP pA,Bq cuja função





5. Divisão: seja ˜ : Rˆ RÑ R a função divisão ˜px, yq “ x{y. A extensão baseada
na t-norma do produto tP da função divisão, para 0 R rBs0, é o conjunto fuzzy





Utilizando o teorema (2.2.2), podemos representar os α-níveis das operações
aritméticas entre números fuzzy, baseadas na t-norma do produto tP , da seguinte forma:
Exemplo 2.2.6. Caracterização dos α-níveis das operações aritméticas via t-
norma do produto
Sejam A e B dois números fuzzy cujos α-níveis são dados, respectivamente,
por raα1 , aα2 s e rbα1 , bα2 s.
1. Soma de Números Fuzzy: seja ` : R ˆ R Ñ R a função soma `px, yq “ x ` y.
A extensão baseada na t-norma do produto tP da função soma é o conjunto fuzzy
`tP pA,Bq cujos α-níveis são dados por:
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2. Subtração de Números Fuzzy: seja ´ : RˆRÑ R a função subtração ´px, yq “
x´y. A extensão baseada na t-norma do produto tP da função subtração é o conjunto
fuzzy ´tP pA,Bq cujos α-níveis são dados por:







3. Multiplicação de Número Fuzzy por escalar: seja fδ : RÑ R a multiplicação
de um escalar δ por uma variável fδpxq “ δx. A extensão baseada na t-norma do
produto dessa função é o conjunto fuzzy fδtP pAq cujos α-níveis são dados por:




rδaα1 , δaα2 s se δ ě 0,
rδaα2 , δaα1 s se δ ă 0.
4. Produto de Números Fuzzy: seja ˚ : Rˆ RÑ R a função produto ˚px, yq “ xy.
A extensão baseada na t-norma do produto tP da função produto é o conjunto fuzzy
˚tP pA,Bq cujos α-níveis são dados por:







5. Divisão de Números Fuzzy: seja ˜ : Rˆ RÑ R a função divisão ˜px, yq “ x{y
e suponha que 0 R rBs0. A extensão baseada na t-norma do produto tP da função
divisão é o conjunto fuzzy ˜tP pA,Bq cujos α-níveis são dados por:







No exemplo anterior, a utilização de intervalos fechados para representação das
operações aritméticas baseadas na t-norma do produto é consequência direta do teorema
de Wierstrass (20), uma vez que as funções são contínuas e os α-níveis de um número
fuzzy são compactos.
Exemplo 2.2.7. Operações Aritméticas via t-norma Drástica
Suponha que A e B sejam números fuzzy quaisquer e que δ seja um número
real.
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1. Soma: seja ` : Rˆ RÑ R a função soma `px, yq “ x` y. A extensão baseada na
t-norma drástica tD da função soma é o conjunto fuzzy `tDpA,Bq cuja função de





2. Subtração: seja ´ : R ˆ R Ñ R a função subtração ´px, yq “ x ´ y. A extensão
baseada na t-norma drástica tD da função subtração é o conjunto fuzzy ´tDpA,Bq





3. Multiplicação por escalar: seja fδ : R Ñ R a função multiplicação por escalar
fδpxq “ δx. A extensão baseada na t-norma drástica tD da função multiplicação por





4. Produto: seja ˚ : RˆRÑ R a função produto ˚px, yq “ xy. A extensão baseada na
t-norma do produto da função drástica tD é o conjunto fuzzy ˚tDpA,Bq cuja função





5. Divisão: seja ˜ : RˆRÑ R a função divisão ˜px, yq “ x{y. A extensão baseada na
t-norma drástica tD da função divisão, para 0 R rBs0, é o conjunto fuzzy ˜tDpA,Bq





Os α-níveis das operações aritméticas entre números fuzzy, baseadas na t-norma
drástica, podem ser descritos completamente pelos α-níveis dos números fuzzy envolvidos
da seguinte forma:
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Exemplo 2.2.8. Caracterização dos α-níveis das operações aritméticas via t-
norma drástica
Sejam A e B dois números fuzzy cujos α-níveis são dados, respectivamente,
por raα1 , aα2 s e rbα1 , bα2 s. Então:
1. Soma de Números Fuzzy: seja ` : R ˆ R Ñ R a função soma `px, yq “ x ` y.
A extensão baseada na t-norma drástica tD da função soma é o conjunto fuzzy
`tDpA,Bq cujos α-níveis são dados por:








Como a t-norma drástica é dada por:
tDpx, yq “
#
0, se maxtx, yu ‰ 1
mintx, yu, se maxtx, yu “ 1.
Então, tpx, yq|Apxq tD Bpyq ě αu é o conjunto dos pares ordenados tpx, yq|px P





tpx,yq|pxPrAsα e yPrBs1q ou pyPrBsα e xPrAs1qu
px` yq “
mintpx` yq|x P rAsα e y P rBs1qu ^mintpx` yq|y P rBsα e x P rAs1qu “






tpx,yq|pxPrAsα e yPrBs1q ou pyPrBsα e xPrAs1qu
px` yq “
maxtpx` yq|x P rAsα e y P rBs1qu _maxtpx` yq|y P rBsα e x P rAs1qu “
maxtaα2 ` b12, bα2 ` a12u.
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Portanto, os α-níveis da soma de dois números fuzzy, baseada na t-norma drástica, é
dada pela seguinte expressão:
r`tDpA,Bqsα “ rmintaα1 ` b11, bα1 ` a11u,maxtaα2 ` b12, bα2 ` a12us.
2. Subtração de Números Fuzzy: seja ´ : RˆRÑ R a função soma `px, yq “ x´y.
A extensão baseada na t-norma drástica tD da função subtração é o conjunto fuzzy
´tDpA,Bq cujos α-níveis são dados por:













tpx,yq|pxPrAsα e yPrBs1q ou pyPrBsα e xPrAs1qu
px´ yq “
mintpx´ yq|x P rAsα e y P rBs1qu ^mintpx´ yq|y P rBsα e x P rAs1qu “






tpx,yq|pxPrAsα e yPrBs1q ou pyPrBsα e xPrAs1qu
px´ yq “
maxtpx´ yq|x P rAsα e y P rBs1qu _maxtpx´ yq|y P rBsα e x P rAs1qu “
maxtaα2 ´ b11, a12 ´ bα1 u.
Portanto, os α-níveis da subtração de dois números fuzzy, baseada na t-norma
drástica, é dada pela seguinte expressão:
r´tDpA,Bqsα “ rmintaα1 ´ b12, a11 ´ bα2 u,maxtaα2 ´ b11, a12 ´ bα1 us.
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3. Multiplicação de Número Fuzzy por escalar: seja fδ : RÑ R a multiplicação
de um escalar δ por uma variável fδpxq “ δx. A extensão baseada na t-norma drástica
dessa função é o conjunto fuzzy fδtDpAq cujos α-níveis são dados por:




rδaα1 , δaα2 s se δ ě 0,
rδaα2 , δaα1 s se δ ă 0.
4. Produto de Números Fuzzy: seja ˚ : Rˆ RÑ R a função produto ˚px, yq “ xy.
A extensão baseada na t-norma drástica tD da função produto é o conjunto fuzzy
˚tDpA,Bq cujos α-níveis são dados por:













tpx,yq|pxPrAsα e yPrBs1q ou pyPrBsα e xPrAs1qu
pxyq “







tpx,yq|pxPrAsα e yPrBs1q ou pyPrBsα e xPrAs1qu
pxyq “
maxtpxyq|x P rAsα e y P rBs1qu _maxtpxyq|y P rBsα e x P rAs1qu “
maxtaα2 b12, bα2a12u.
Portanto, os α-níveis do produto de dois números fuzzy, baseada na t-norma drástica,
é dada pela seguinte expressão:
r˚tDpA,Bqsα “ rmintaα1 b11, bα1a11u,maxtaα2 b12, bα2a12us.
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5. Divisão de Números Fuzzy: seja ˜ : RˆRÑ R a função divisão ˜px, yq “ x{y e
suponha que 0 R rBs0. A extensão baseada na t-norma drástica tD da função divisão
é o conjunto fuzzy ˜tDpA,Bq cujos α-níveis são dados por:













tpx,yq|pxPrAsα e yPrBs1q ou pyPrBsα e xPrAs1qu
px{yq “
mintpx{yq|x P rAsα e y P rBs1qu ^mintpx{yq|y P rBsα e x P rAs1qu “






tpx,yq|pxPrAsα e yPrBs1q ou pyPrBsα e xPrAs1qu
px{yq “
maxtpx{yq|x P rAsα e y P rBs1qu _maxtpx{yq|y P rBsα e x P rAs1qu “
maxtaα2 {b11, a12{bα1 u.
Portanto, os α-níveis do produto de dois números fuzzy, baseada na t-norma drástica,
é dada pela seguinte expressão:
r˜tDpA,Bqsα “ rmintaα1 {b12, a11{bα2 u,maxtaα2 {b11, a12{bα1 us.
Vamos sumarizar os resultados obtidos no exemplo anterior na proposição
abaixo:
Proposição 2.2.9. Caracterização dos α-níveis das Operações Aritméticas via
t-norma Drástica
Sejam A e B dois números fuzzy cujos α-níveis são dados, respectivamente,
por raα1 , aα2 s e rbα1 , bα2 s. Então:
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1. r`tDpA,Bqsα “ rmintaα1 ` b11, bα1 ` a11u,maxtaα2 ` b12, bα2 ` a12us.
2. r´tDpA,Bqsα “ rmintaα1 ´ b12, a11 ´ bα2 u,maxtaα2 ´ b11, a12 ´ bα1 us.
3. r˚tDpA,Bqsα “ rmintaα1 b11, bα1a11u,maxtaα2 b12, bα2a12us.
4. r˜tDpA,Bqsα “ rmintaα1 {b12, a11{bα2 u,maxtaα2 {b11, a12{bα1 us, com 0 R rBs0.
Exemplo 2.2.10. Considere os números fuzzy triangulares A1 “ A2 “ p1; 2; 3q. Pela
equação 1.8: rA1sα “ rA2sα “ rα ` 1,´α ` 3s. Então:
1. Soma: r`tDpA,Bqsα “ rα ` 3,´α ` 5s.
2. Subtração: r´tDpA,Bqsα “ rα ´ 1,´α ` 1s.
3. Multiplicação por escalar: rfδtDpAqsα “ rδpα ` 1q, δp´α ` 3qs.
4. Produto: r˚tDpA,Bqsα “ rpα ` 1q ˚ 2, p´α ` 3q ˚ 2s.
5. Divisão: r˜tDpA,Bqsα “ rmintpα`1q{2 , 2{p´α`3qu,maxtp´α`3q{2 , 2{pα`1qus.
É possível comparar os resultados obtidos pelas aritméticas baseadas nas t-
normas do mínimo e drástica gerando conclusões interessantes a respeito dessas extensões.
Proposição 2.2.11. Sejam A e B números fuzzy cujos α-níveis são dados, respectivamente,
por raα1 , aα2 s e rbα1 , bα2 s. Seja ‚ : Rˆ RÑ R qualquer uma das operações aritméticas (soma,
subtração, multiplicação por escalar, produto e divisão). Então, para qualquer α P r0, 1s, o
seguinte resultado é válido:
r‚tDpA,Bqsα Ď r‚t^pA,Bqsα.
Demonstração. A demonstração desse resultado é feita caso a caso. Para a soma, temos que
r`tDpA,Bqsα “ rmintaα1`b11, a11`bα1 u,maxtaα2`b12, a12`bα2 us e r`^pA,Bqsα “ raα1`bα1 , aα2`
bα2 s. Como b11 ě bα1 para todo α P r0, 1s, temos como consequência que aα1 ` b11 ě aα1 ` bα1 .
Similarmente, temos que bα1`a11 ě aα1`bα1 . Por outro lado, b12 ď bα2 para todo α P r0, 1s. Com
isso, temos como consequência aα2 `b12 ď aα2 `bα2 . Similarmente, temos que bα2 `a12 ď aα1 `bα1 .
Portanto, mintaα1`b11, bα1`a11u ě aα1`bα1 e maxtaα2`b12, bα2`a12u ď aα2`bα2 . Como conclusão,
segue que r`tDpA,Bqsα Ď r`t^pA,Bqsα @α P r0, 1s. A demonstração é análoga para as
demais operações.
Capítulo 2. Princípio de Extensão e Aritmética Fuzzy 56
O exemplo abaixo ilustra a proposição anterior.
Exemplo 2.2.12. Sejam A e B números fuzzy triangulares A “ B “ p´1; 0; 1q. Como A
e B são números triangulares, rAsα “ rBsα “ r´1` α, 1´ αs. Então:
r`^pA,Bqsα “ r´2` 2α, 2´ 2αs.
Portanto, `^pA,Bq é o número triangular `^pA,Bq “ p´2; 0; 2q.
Por outro lado:
r`tDpA,Bqsα “ rmintaα1 ` b11, bα1 ` a11u,maxtaα2 ` b12, bα2 ` a12us “
r´1` α ` 0, 1´ α ` 0s “ r´1` α, 1´ αs.
Portanto, `tDpA,Bq é o número triangular `tDpA,Bq “ p´1; 0; 1q.
É fácil ver que r`tDpA,Bqsα Ď r`t^pA,Bqsα, forallα P r0, 1s.
Os exemplos anteriores ilustram que podemos obter somas menores que as
propostas pelo princípio de extensão de Zadeh ao utilizarmos a t-norma drástica como
forma de estender as operações aritméticas. Veremos a seguir que, se ficarmos restritos às
extensões baseadas em t-normas, essas operações nos fornecem limitantes para as extensões
das operações aritméticas.
Teorema 2.2.13. Limitante Inferior e Superior para t-normas(21)
Sejam a e b números reais tais que a, b P r0, 1s e sejam ^ e tD as t-normas do
mínimo e drástica, respectivamente. Então, para qualquer t-norma T , o seguinte resultado
é válido:
a ^ b ě a T b ě a tD b.
O teorema anterior nos fornece limitante inferior e superior para extensões
baseadas em t-normas e, em particular, para as extensões das operações aritméticas,
conforme a proposição a seguir:
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Proposição 2.2.14. Limitante Inferior e Superior para Extensões das Operações
Aritméticas Baseadas em t-normas
Sejam A e B números fuzzy cujos α-níveis são dados respectivamente, por
raα1 , aα2 s e rbα1 , bα2 s. Seja ‚ : R ˆ R Ñ R qualquer uma das operações artiméticas (soma,
subtração, multiplicação por escalar, produto e divisão). Então, para todo α P r0, 1s, o
seguinte resultado é válido:
r‚tDpA,Bqsα Ď r‚T pA,Bqsα Ď r‚t^pA,Bqsα,
onde T é uma t-norma qualquer.
Demonstração. A demonstração dessa proposição segue diretamente do teorema (2.2.13) e
do princípio de extensão baseado em t-normas. De fato, para qualquer z P R, ‚T pA,Bqpzq “ł
tpx,yq|x‚y“zu
Apxq T Bpyq para qualquer t-norma T . Pelo teorema anterior, para todo x, y P R:
Apxq tD Bpyq ď Apxq T Bpyq ď Apxq ^ Bpyq. Portanto,
ł
tpx,yq|x`y“zu
Apxq tD Bpyq ďł
tpx,yq|x`y“zu
Apxq T Bpyq ď
ł
tpx,yq|x`y“zu
Apxq ^ Bpyq. Com isso, para todo z P R, temos
‚tdpA,Bqpzq ď ‚T pA,Bqpzq ď ‚^pA,Bqpzq. Segue diretamente que, para todo α P r0, 1s:
r‚tDpA,Bqsα Ď r‚T pA,Bqsα Ď r‚t^pA,Bqsα.
Em particular, ao realizarmos extensões de operações via t-norma drástica,
temos como resultado um conjunto solução “menor” (o conceito de norma fuzzy será
definido posteriormente nesse trabalho) que os gerados pelo uso de outras t-normas. Isso
contribui, por exemplo, para o controle do aumento da incerteza em sistemas dinâmicos,
conforme será detalhado e discutido no capítulo de aplicações.
O exemplo abaixo ilustra esse aspecto para o operador soma:
Exemplo 2.2.15. Seja ` : Rˆ RÑ R a função soma `px, yq “ x` y e A “ p0; 2; 4q um
número fuzzy triangular. Além disso, sejam ^, tP e tD as t-normas do mínimo, produto e
drástica, respectivamente e `t : RF ˆ RF Ñ RF a extensão da soma baseada na t-norma
t. Então:
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1. r`^pA,Aqs0,5 “ r2, 6s.
2. r`tP pA,Aqs0,5 « r2.6, 5.4s.
3. r`tDpA,Aqs0,5 “ r3; 5s.
Note que r`tDpA,Aqs0,5 Ď r`tP pA,Aqs0,5 Ď r`^pA,Aqs0,5.
As figuras a seguir ilustram os exemplos anteriores para os casos da t-norma
do mínimo (maior t-norma) e da t-norma drástica (menor t-norma).















Figura 9 – Conjunto fuzzy `^pA,Aq resultante da extensão do operador soma baseada na
t-norma do mínimo com A “ p0; 2; 4q.
Mais do que fornecer limitantes às extensões baseadas em t-normas, o teorema
anterior revela que, se ficarmos restritos às extensões baseadas em t-normas, este é o
melhor resultado possível no sentido de prover conjuntos solução “menores”. Esse fato, entre
outros, motivaram pesquisas que resultaram em novas formas de se estender operadores.
No próximo capítulo será trabalhado o conceito de distribuição de possibilidade conjunta,
o que dará origem a outras possibilidades de extensão de funções.
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Figura 10 – Conjunto fuzzy `tDpA,Aq resultante da extensão do operador soma baseada
na t-norma drástica com A “ p0; 2; 4q.
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3 Soma e Subtração Interativa Fuzzy
"A questão primordial não é o que sabemos,
mas como sabemos."
(Aristóteles)




Conforme visto no capítulo anterior, existem diversas formas de se estender
operações aritméticas utilizando t-normas. Neste capítulo veremos que o princípio de
extensão baseado em t-normas é um caso particular do princípio de extensão baseado
em distribuições de possibilidade conjunta, uma classe especial de subconjuntos fuzzy
multivariados. A interatividade entre números fuzzy é consequência direta da distribuição
de possibilidade conjunta entre eles. Nesse contexto, Carlsson, Fuller e Majlender (22)
deram origem ao conceito de números fuzzy completamente correlacionados, atribuindo uma
distribuição de possibilidade conjunta linear entre os números envolvidos. A aritmética e,
em particular, a soma e subtração de números fuzzy completamente correlacionados, possui
propriedades interessantes que serão exploradas nesse capítulo e utilizadas, posteriormente,
em aplicações. Antes, o importante conceito de distribuição de possibilidade conjunta e as
extensões oriundas dessas distribuições serão definidas.
Definição 3.1.1. Distribuição de Possibilidade
Uma distribuição de possibilidade C é um conjunto fuzzy normal do Rn com
suporte limitado.
Um subconjunto fuzzy R de X “ X1 ˆ . . .ˆXn pode ser interpretado como
uma relação fuzzy. Logo, uma distribuição de possibilidade C é, também, uma relação
fuzzy.
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Definição 3.1.2. Projeção de Relações Fuzzy n-árias
As projeções da relação R P FpX1 ˆ . . . ˆ Xnq em Xi, 1 ď i ď n, são os
conjuntos fuzzy ΠiR de Xi, definidos para todo y P Xi, da seguinte forma:
ΠiRpyq “
ł
tRpx1, . . . , xnq | px1, . . . , xnq P X1 ˆ . . .ˆXn com xi “ yu. (3.1)
Agora, daremos a definição formal de distribuição de possibilidade conjunta, a
qual será utilizada com bastante frequência ao longo do texto.
Definição 3.1.3. Distribuição de Possibilidade Conjunta(22)
Uma relação fuzzy J P FpRnq é denominada distribuição de possibilidade
conjunta entre os números fuzzy A1, . . . , An se:
Aipxq “ ΠiJpxq, (3.2)
para todo x P R e i “ 1, . . . , n.
Além disso, Ai é chamado de i-ésima distribuição marginal de J .
Definido o importante conceito de distribuição de possibilidade conjunta, vamos
agora enunciar outro importante conceito, o de interatividade fuzzy.
Definição 3.1.4. Interatividade Fuzzy
Sejam A1, . . . , An números fuzzy quaisquer e J P FpRnq uma distribuição de
possibilidade conjunta entre eles. Então, os números fuzzy A1, . . . , An são não iterativos
se, e somente se,




para todo px1, . . . , xnq P Rn.
Equivalentemente, se J é não interativa, então:
rJsα “ rA1sα ˆ . . .ˆ rAnsα. (3.4)
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A equação (3.2) assegura que Jpx1, . . . , xnq ď Aipxiq para todo i “ 1, . . . , n e
px1, . . . , xnq P Rn. Por consequência, qualquer distribuição de possibilidade conjunta J de




Em outras palavras, qualquer distribuição de possibilidade conjunta J de
A1, . . . , An está contida na distribuição de possibilidade não interativa de A1, . . . , An, isto
é:
rJsα Ď rA1sα ˆ . . .ˆ rAnsα,
para todo α P r0, 1s.
Figura 11 – Números fuzzy não interativos. (22)
Existem inúmeras formas de construir distribuições de possibilidade conjunta
para um determinado par de números fuzzy. Uma maneira prática é a partir da utilização
de t-normas.
Exemplo 3.1.5. Distribuição de possibilidade conjunta a partir de t-normas
Sejam A e B dois números fuzzy quaisquer e t uma t-norma. Então:
Jtpx, yq “ Apxq t Bpyq, (3.5)
é uma distribuição de possibilidade conjunta entre os números fuzzy A e B.
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Em particular, se t “ ^, temos a distribuição de possibilidade conjunta não
interativa:
J^px, yq “ Apxq ^ Bpyq. (3.6)
O conceito de distribuição de possibilidade conjunta entre números fuzzy abre
novas possibilidades de extensões de funções reais para conjuntos fuzzy, conforme definição
a seguir.
Definição 3.1.6. Princípio de Extensão para Números Fuzzy Interativos
Seja J P FpRnq uma distribuição de possibilidade conjunta dos números fuzzy
A1, . . . , An P RF e f : Rn Ñ R uma função. Então, a extensão sup-J de f é definida por
fJpA1, . . . , Anqpyq “
ł
tpx1,...,xnq|px1,...,xnqPf´1pyqu
Jpx1, . . . , xnq, (3.7)
para todo A1, . . . , An P RF .
Se f´1pyq for vazio , definimos fJpA1, . . . , Anqpyq “ 0.
Note que, se J corresponde a distribuição de possibilidade não interativa de
A1, . . . , An dada pela equação (Definição 3.4), então fJpA1, . . . , Anq se reduz ao princípio de
extensão proposto por Zadeh (2.1.1). Além disso, se Jpx1, . . . , xnq “ A1px1q t . . . t Anpxnq,
para todo px1, . . . , xnq P Rn, onde t é uma t-norma fixa qualquer, então fJpA1, . . . , Anq é
justamente a extensão de f dada pelo princípio de extensão baseado em t-norma (Definição
2.2.1). Portanto, o princípio de extensão introduzido anteriormente é uma generalização
do princípio de extensão baseado em t-norma (do qual o princípio de extensão de Zadeh é
um caso particular).
Note que o conjunto fuzzy fJpA1, . . . , Anq também pode ser escrito em termos
de uma composição relacional fuzzy:
Rf ˝ J “ fJpA1, . . . , Anq, (3.8)
onde Rf é o subconjunto fuzzy de Rˆ Rn cuja função de pertinência é dada por:
Rf py,xq “
#
1 se y “ fpxq
0 c.c
, (3.9)
para todo y P R e x “ px1, . . . , xnq P Rn.
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Essa representação será utilizada no próximo capítulo quando uma "norma"será
atribuida ao conjunto dos números fuzzy.
Uma generalização do teorema de Nguyen, proposta por Carlsson, Fuller e Maj-
lender (18), será descrita no próximo teorema. Seu resultado será utilizado posteriormente
para obtermos propriedades interessantes sobre soma e subtração interativa.
Teorema 3.1.7. Uma Generalização do Teorema de Nguyen (18)
Sejam A1, . . . , An números fuzzy com distribuição de possibilidade conjunta J
e f : Rn Ñ R uma função contínua. Então, rfJpA1, . . . , Anqsα “ fprJsαq “ tfpxq P R|x P
rJsαu para todo α P r0, 1s.
3.2 Números Fuzzy Completamente Correlacionados
Carlsson, Fuller e Majlender (22) introduziram o conceito de números fuzzy
completamente (positivamente/negativamente) correlacionados. Tais números fornecem
propriedades interessantes quando utilizamos a extensão sup-J para estender operações
aritméticas entre eles, em especial a soma e subtração. Especificamente, veremos que, dentro
de certas condições, a soma ou subtração de números fuzzy completamente correlacionados
pode resultar em um número real, dando origem, dessa forma, a soluções com suporte
inferior aos gerados via princípio de extensão baseado em t-normas. Essas propriedades,
entre outras, serão detalhadas na sequência desse capítulo. Antes, é importante ressaltar
que nem todos os pares de números fuzzy podem ser completamente correlacionados,
conforme a definição a seguir.
Definição 3.2.1. Números Fuzzy Completamente Correlacionados (22)
Dois números fuzzy A e B são ditos completamente correlacionados se existir
q, r P R, com q ‰ 0, tal que a distribuição de possibilidade conjunta J entre eles seja dada
por:
Jpq,rqpx, yq “ Apxqχtqx`r“yupx, yq (3.10)
“ Bpyqχtqx`r“yupx, yq,
@x, y P R.
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onde χtqx`r“yu é a função característica do subconjunto tpx, qx ` rq | x P Ru
do R2, isto é:
χtqx`r“yupx, yq “
#
1 se qx` r “ y
0 c.c
.
Além disso, dizemos que os números fuzzy A e B são completamente corre-
lacionados positivamente se q ą 0 e completamente correlacionados negativamente se
q ă 0.
Quando dois números fuzzy são completamente correlacionados, podemos
escrever a função de pertinência de um dos números em função da do outro a partir dos
parâmetro q e r. Assim, se A e B são números fuzzy completamente correlacionados pela
conjunta Jpq,rq, tais que rAsα “ raα1 , aα2 s e rBsα “ rbα1 , bα2 s, temos que:
rJpq,rqsα “ tpx, qx` rq P R2|x P raα1 , aα2 su.
Além disso, a equação (3.10), impõe as seguintes igualdades:
rBsα “ qrAsα ` r, @α P r0, 1s. (3.11)
Apxq “ Bpqx` rq, @x P R. (3.12)
Bpxq “ Apx´ r
q
q, @x P R. (3.13)
Exemplo 3.2.2. Números fuzzy completamente correlacionados
Os números fuzzy triangulares A “ B “ p´1; 0; 1q podem ser completamente
correlacionados positivamente se a distribuição de possibilidade conjunta Jp1,0q for atribuída
a eles.
Jp1,0qpx, yq “ Apxqχtx“yupx, yq “ Bpyqχtx“yupx, yq.
Contudo, os mesmos números fuzzy podem ser completamente correlacionados
negativamente se a distribuição de possibilidade conjunta Jp´1,0q for atribuída a eles.
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Jp´1,0qpx, yq “ Apxqχt´x“yupx, yq “ Bpyqχt´x“yupx, yq.
Note que, para nenhuma outra escolha de pares pq, rq P R2, seria possível
construir uma distribuição de possibilidade conjunta Jpq,rq, de forma que os números fuzzy
A e B desse exemplo só podem ser completamente correlacionados de duas formas, uma
positiva (conjunta Jp1,0q), e outra negativa (conjunta Jp´1,0q).
É importante ressaltar que o fato dos números fuzzy A e B do exemplo anterior
serem completamente correlacionados está relacionado, diretamente, ao fato de Jpq,rq ser a
distribuição de possibilidade conjunta entre eles. Note que esse mesmos números podem
ser não interativos caso a distribuição de possibilidade conjunta entre eles fosse baseada
na t-norma do mínimo. Nesse sentido, só podemos afimar que dois números fuzzy são
completamente correlacionados se a distribuição de possibilidade conjunta Jpq,rq existir e
for atribuída ao par.
Exemplo 3.2.3. Números fuzzy completamente correlacionados
Os números fuzzy triangulares A “ p0; 2; 4q e B “ p9; 10; 11q podem ser
completamente correlacionados positivamente se a distribuição de possibilidade conjunta
Jp0,5 , 9q for atribuída a eles.
Jp0,5 , 9qpx, yq “ Apxqχt0,5x`9“yupx, yq “ Bpyqχt0,5x`9“yupx, yq.
Contudo, os mesmos números fuzzy podem ser completamente correlacionados
negativamente se a distribuição de possibilidade conjunta Jp´0,5 , 11q for atribuída a eles.
Jp´0,5 , 11qpx, yq “ Apxqχt´0,5x`11“yupx, yq “ Bpyqχt´0,5x`11“yupx, yq.
Para nenhuma outra escolha de pares pq, rq P R2 seria possível construir uma
distribuição de possibilidade conjunta Jpq,rq tal que os números fuzzy A e B fossem
completamente correlacionados com respeito a Jpq,rq.
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Figura 12 – Números fuzzy completamente correlacionados positivamente. (22)
Figura 13 – Números fuzzy completamente correlacionados negativamente. (22)
A seguir, seguem exemplos ilustrativos de números fuzzy completamente corre-
lacionados.
Note que é sempre possível construir uma distribuição de possibilidade conjunta
baseada em t-norma para qualquer par de números fuzzy A e B, enquanto a abordagem
anterior não pode ser utilizada para qualquer par de números fuzzy. De fato, para que
dois números fuzzy A e B possam ser completamente correlacionados, é necessário que
suas funções de pertinência possuam uma correlação linear, conforme equação (3.12). Por
exemplo, um número fuzzy triangular e outro trapezoidal não podem ser completamente
correlacionados. Logo, o conjunto dos pares de números fuzzy que podem ser completamente
correlacionados é um subconjunto do conjunto dos pares de números fuzzy.
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É importante ressaltar que a interatividade entre dois números fuzzy quaisquer
é dada pela distribuição de possibilidade conjunta atribuída a eles. Quem definirá se os
dois números fuzzy são completamente correlacionados é a conjunta atribuída a eles, tarefa
essa executada pelo modelador ou imposta intrinsecamente pelo problema em particular.
Isso permite, por exemplo, que dois números fuzzy idênticos sejam não interativos em
algumas situações e completamente correlacionados em outro contexto particular.
3.3 Aritmética entre Números Fuzzy Completamente Correlaciona-
dos
Dados dois números fuzzy completamente correlacionados, podemos utilizar a
extensão sup-Jpq,rq (onde Jpq,rq é a distribuição dada pela equação (3.10) para dar origem
a novas extensões das operações aritméticas.
Exemplo 3.3.1. Aritmética entre números fuzzy completamente correlaciona-
dos
Sejam A e B dois números fuzzy completamente correlacionados, isto é, existem
q, r P R, com q ‰ 0 tais Apxq “ Bpqx`rq e, além disso, a distribuição de possibilidade Jpq,rq
é atribuida ao par. Então, as operações aritméticas entre números fuzzy completamente
correlacionados são dadas por:
1. Soma de números fuzzy completamente correlacionados: seja ` : RˆRÑ R
a função soma `px, yq “ x` y. A soma completamente correlacionada entre A e B











2. Subtração de números fuzzy completamente correlacionados: seja ´ : Rˆ
RÑ R a função subtração ´px, yq “ x´ y. A subtração completamente correlacio-
nada entre A e B é o conjunto fuzzy ´Jpq,rqpA,Bq cuja função de pertinência é dada
por:











3. Multiplicação de Número Fuzzy por escalar: seja fδ : RÑ R a multiplicação
de um escalar δ por uma variável fδpxq “ δx. A extensão sup-Jpq,rq dessa função é o





4. Produto de números fuzzy completamente correlacionados: seja ˚ : RˆRÑ
R a função produto ˚px, yq “ xy. O produto completamente correlacionada entre A











5. Divisão de números fuzzy completamente correlacionados: seja ˜ : RˆRÑ
R a função divisão ˜px, yq “ x{y e suponha que 0 R rBs0. A divisão completamente













Além da função de pertinência, podemos escrever, de maneira elegante, os
α-níveis das operações aritméticas entre números fuzzy completamente correlacionados,
conforme exemplo a seguir.
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Exemplo 3.3.2. Caracterização dos α-níveis das operações aritméticas entre
números fuzzy completamente correlacionados
Sejam A e B dois números fuzzy completamente correlacionados, isto é, existem
q, r P R, com q ‰ 0 tais Apxq “ Bpqx`rq e, além disso, a distribuição de possibilidade Jpq,rq
é atribuida ao par. Além disso, considere que rAsα “ raα1 , aα2 s para todo α P r0, 1s. Então,
os α-níveis das operações aritméticas entre números fuzzy completamente correlacionados
são dados por:
1. Soma de números fuzzy completamente correlacionados: seja ` : RˆRÑ R
a função soma `px, yq “ x` y. A soma completamente correlacionada entre A e B
é o conjunto fuzzy `Jpq,rqpA,Bq cujos α-níveis são dados por:
r`Jpq,rqpA,Bqsα “ tpx`yq P R|Apxq ě α e qx`r “ yu “ tpq`1qx`r P R|Apxq ě αu “
pq ` 1qtx P R|Apxq ě αu ` r “ pq ` 1qrAsα ` r.
2. Subtração de números fuzzy completamente correlacionados: seja ´ : Rˆ
R Ñ R a função subtração ´px, yq “ x ´ y. A subtração completamente corre-
lacionada entre A e B é o conjunto fuzzy ´Jpq,rqpA,Bq cujos α-níveis são dados
por:
r´Jpq,rqpA,Bqsα “ tpx´yq P R|Apxq ě α e qx`r “ yu “ tp1´qqx´r P R|Apxq ě αu “
p1´ qqtx P R|Apxq ě αu ´ r “ p1´ qqrAsα ´ r.
3. Multiplicação de Número Fuzzy por escalar: seja fδ : RÑ R a multiplicação
de um escalar δ por uma variável fδpxq “ δx. A extensão sup-Jpq,rq dessa função é o
conjunto fuzzy fδJpq,rqpAq cujos α-níveis são dados por:
rfδJpq,rqpAqsα “
#
rδaα1 , δaα2 s se δ ě 0,
rδaα2 , δaα1 s se δ ă 0.
4. Produto de números fuzzy completamente correlacionados: seja ˚ : RˆRÑ
R a função produto ˚px, yq “ xy. O produto completamente correlacionado entre A
e B é o conjunto fuzzy ˚Jpq,rqpA,Bq cujos α-níveis são dados por:
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r˚Jpq,rqpA,Bqsα “ tpxyq P R|Apxq ě α e qx` r “ yu “ tqx2 ` rx P R|Apxq ě αu.
5. Divisão de números fuzzy completamente correlacionados: seja ˜ : RˆRÑ
R a função divisão ˜px, yq “ x{y e suponha que 0 R rBs0. A divisão completamente
correlacionada entre A e B é o conjunto fuzzy ˜Jpq,rqpA,Bq cujos α-níveis são dados
por:
r˜Jpq,rqpA,Bqsα “ tpx{yq P R|Apxq ě α e qx` r “ yu “ t
x
qx` r P R|Apxq ě αu.
Agora, vamos analisar algumas propriedades da soma e subtração de números
completamente correlacionados e veremos que, dentro de certas restrições, essas operações
possuem propriedades interessantes. Por exemplo, como veremos, a soma de dois números
fuzzy A e ´A, completamente correlacionados, pode resultar no número crisp zero.
3.3.1 Soma de Números Fuzzy Completamente Correlacionados
Considere a função soma `px, yq “ x`y. Já vimos que a soma de dois números









Além disso, vimos que seus α-níveis são dados por (exemplo 3.3.2):
r`Jpq,rqpA,Bqsα “ pq ` 1qrAsα ` r.
Da expressão acima, concluimos que, se q “ ´1, isto é:
Apxq “ Bp´x` rq para todo x P R. (3.14)
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Então, para para todo α P r0, 1s:
r`Jpq,rqpA,Bqsα “ χtru. (3.15)
Portando, a soma de números fuzzy completamente correlacionados (negativa-
mente), com q “ ´1, é o número real r.
Proposição 3.3.3. Sejam A e B dois números fuzzy tais que Apxq “ Bp´xq, @x P R.
Então, a soma completamente correlacionada negativamente (via extensão sup-Jp´1,0q)
entre eles retorna, como resultado, o número crisp zero.
`Jpq,rqpA,Bq “ χt0u.
Esse fato difere dos demais casos estudados até agora via princípio de extensão
sup-J , como é o caso das extensões baseadas em t-normas, para as quais a soma de dois
números fuzzy A e ´A, em geral, não retornava o número crisp zero. Contudo, perceba que
esse resultado só foi possível devido à escolha particular da distribuição de possibilidade
conjunta entre os números envolvidos.
Caso q ‰ ´1, a soma entre os números fuzzy A e B não mais retornará um
número real mas sim um conjunto fuzzy cujos α-níveis são subconjuntos da soma não
interativa (soma de Zadeh) entre A e B.
Proposição 3.3.4. Sejam A e B dois números fuzzy tais que Apxq “ Bpqx` rq, @x P R,
com q ă 0. Considere também que rAs “ raα1 , aα2 s e rBs “ rbα1 , bα2 s, para todo α P r0, 1s.
Então, a soma completamente correlacionada negativamente e a soma não interativa entre
A e B obedecem a seguinte relação:
r`Jpq,rqpA,Bqsα Ď r`^pA,Bqsα,
para todo α P r0, 1s.
Demonstração. Os α-níveis da soma completamente correlacionada entre A e B são
dados por: r`Jpq,rqpA,Bqsα “ pq ` 1qrAsα ` r. Se q P r´1, 0q, então r`Jpq,rqpA,Bqsα “
pq ` 1qrAsα ` r “ rpq ` 1qaα1 ` r, pq ` 1qaα2 ` rs. Se q ă ´1, então r`Jpq,rqpA,Bqsα “
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pq ` 1qrAsα ` r “ rpq ` 1qaα2 ` r, pq ` 1qaα1 ` rs. Por outro lado, os α-níveis da soma não
interativa entre A e B são dados por: r`^pA,Bqsα “ raα1 ` bα1 , aα2 ` bα2 s. Além disso, pela
equação (3.11), rBsα “ qrAsα`r e, como q ă 0, temos rBs “ rbα1 , bα2 s “ rpqaα2`rq, pqaα1`rqs.
Portanto, r`^pA,Bqsα “ raα1`qaα2`r, aα2`qaα1`rs. Contudo, se q P r´1, 0q, aα1`qaα2`r ď
pq ` 1qaα1 ` r e, se q ă ´1, aα1 ` qaα2 ` r ď pq ` 1qaα2 ` r. Analogamente, se q P r´1, 0q,
aα2 ` qaα1 ` r ě pq`1qaα2 ` r e, se q ă ´1, aα2 ` qaα1 ` r ě pq`1qaα1 ` r. Essas desigualdades
são válidas para todo α P r0, 1s e, portanto:
r`Jpq,rqpA,Bqsα Ď r`^pA,Bqsα, para todo α P r0, 1s.
Uma outra forma de visualizar esses resultados é a partir da intersecção das
curvas de nível do operador adição no R2 com a particular distribuição de possibilidade
conjunta Jpq,rq entre os números fuzzy A e B. De fato, se A e B são dois números fuzzy
completamente correlacionados negativamente com q “ ´1, então qualquer α-nível da
distribuição de possibilidade conjunta Jp´1,rq é um subconjunto da curva de nível r da
operação de adição. Em outras palavras:
rJp´1,rqsα Ď tpx1, x2q P R2|x1 ` x2 “ ru para todo α P r0, 1s.
Figura 14 – Soma de números fuzzy completamente correlacionados negativamente com
q “ ´1. Todos α-níveis da distribuição de possibilidade conjunta Jp´1,rq são
subconjuntos da curva de nível r da operação de adição. (22)
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Contudo, se q ‰ ´1, a intersecção da distribuição de possibilidade conjunta
Jpq,rq com qualquer curva de nível da operação de adição no R2 consiste, no máximo, de
um ponto.
Figura 15 – Soma de números fuzzy completamente correlacionados negativamente com
q ‰ ´1. A intersecção da distribuição de possibilidade conjunta Jpq,rq com
qualquer curva de nível da operação de adição no R2 consiste, no máximo, de
um ponto. (22)
Novamente é importante reforçar que esse resultado só foi possível devido à
particular escolha da distribuição de possibilidade conjunta Jpq,rq entre os números fuzzy.
Em muitos casos, dois números fuzzy A e B podem ser tanto completamente correlaciona-
dos positivamente quanto negativamente. Nesse caso, enquanto a soma completamente
correlacionada negativamente gera um subconjunto fuzzy da soma não interativa, a soma
completamente correlacionada positivamente resulta no mesmo conjunto proporcionado
pelo principio de extensão de Zadeh.
Proposição 3.3.5. Sejam A e B dois números fuzzy tais que, Apxq “ Bpqx` rq, @x P R,
com q ą 0. Considere também que rAs “ raα1 , aα2 s e rBs “ rbα1 , bα2 s, para todo α P r0, 1s.
Então, a soma completamente correlacionada positivamente e a soma não interativa entre
A e B obedecem a seguinte relação:
r`Jpq,rqpA,Bqsα “ r`^pA,Bqsα,
para todo α P r0, 1s.
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Demonstração. A demonstração dessa proposição segue os mesmos passos da proposição
anterior. Os α-níveis da soma completamente correlacionada entre A e B são dados por:
r`Jpq,rqpA,Bqsα “ pq ` 1qrAsα ` r “ rAsα ` qrAsα ` r “ raα1 , aα2 s ` qraα1 , aα2 s ` r. Como
q ą 0, temos: qraα1 , aα2 s “ rqaα1 , qaα2 s. Portanto, r`Jpq,rqpA,Bqsα “ raα1 , aα2 s ` rqaα1 , qaα2 s `
r “ raα1 ` qaα1 ` r, aα2 ` qaα2 ` rs. Como rBs “ rbα1 , bα2 s “ rpqaα1 ` rq, pqaα2 ` rqs, então,
r`Jpq,rqpA,Bqsα “ raα1 ` bα1 , aα2 ` bα2 s. Agora, como r`^pA,Bqsα “ raα1 ` bα1 , aα2 ` bα2 s,
concluimos que:
r`Jpq,rqpA,Bqsα “ r`^pA,Bqsα para todo α P r0, 1s.
Figura 16 – Soma de números fuzzy completamente correlacionados positivamente. (22)
Resumidamente, se A e B são dois números fuzzy tais que Apxq “ Bpqx `
rq, @x P R, com q, r P R e q ‰ 0 então, se r`^pA,Bqsα e r`Jpq,rqpA,Bqsα representarem,
respectivamente, os α-níveis das extensões de Zadeh e sup-Jpq,rq para a soma, temos:
1. Se q ą 0, então r`^pA,Bqsα “ r`Jpq,rqpA,Bqsα, @α P r0, 1s.
2. Se q ă 0, então: r`Jpq,rqpA,Bqsα Ď r`^pA,Bqsα, @α P r0, 1s.
3. Se q “ ´1, então: r`Jpq,rqpA,Bqsα “ χtru, @α P r0, 1s.
Em particular, se r “ 0, temos r`Jpq,rqpA,Bqsα “ χt0u, @α P r0, 1s.
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Figura 17 – Soma de números fuzzy não interativos. (22)
Exemplo 3.3.6. Soma completamente correlacionada positivamente
Considere os números fuzzy triangulares A “ B “ p´1; 0; 1q. Como Apxq “
Bpxq, @x P R, então A e B são completamente correlacionados se Jp1,0q for a distribuição
de possibilidade conjunta entre eles. Nesse caso, utilizando os resultados do exemplo (3.3.2),
para todo α P r0, 1s, r`Jp1,0qpA,Bqsα “ p1` 1qrAsα`χt0u “ 2rAsα “ r2 ˚ pα´ 1q, 2 ˚ p´α`
1qs “ r`^pA,Bqsα “ r2 ˚ pα ´ 1q, 2 ˚ p´α ` 1qs. Esse resultado está de acordo com a
proposição (3.3.5), uma vez que, nesse caso, q “ 1 ą 0.
Exemplo 3.3.7. Soma completamente correlacionada negativamente
Considere, novamente, os números fuzzy triangulares A “ B “ p´1; 0; 1q.
Como Apxq “ Bp´xq, @x P R, então A e B são completamente correlacionados se Jp´1,0q
for a distribuição de possibilidade conjunta entre eles. Nesse caso, para todo α P r0, 1s,
r`Jp´1,0qpA,Bqsα “ p´1 ` 1qrAsα ` χt0u “ χt0u Ď r`^pA,Bqsα. Esse resultado está de
acordo com as Proposições 3.3.3 e 3.3.4, uma vez que, nesse caso, q “ ´1 ă 0 e r “ 0.
3.3.2 Subtração de Números Fuzzy Completamente Correlacionados
Assim como feito para a soma de números fuzzy completamente correlacionados,
as propriedades e resultados obtidos podem ser diretamente estendidos, com algumas
alterações, para a subtração completamente correlacionada, conforme detalhado a seguir.
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Considere a função subtração ´px, yq “ x´ y. Já vimos que a subtração entre









Além disso, vimos que seus α-níveis são dados por (exemplo 3.3.2):
r´Jpq,rqpA,Bqsα “ p1´ qqrAsα ´ r.
Da expressão acima, concluimos que se q “ 1, isto é:
Apxq “ Bpx` rq para todo x P R. (3.16)
Então, para para todo α P r0, 1s:
r´Jpq,rqpA,Bqsα “ χt´ru. (3.17)
Portando, a subtração de números fuzzy completamente correlacionados (posi-
tivamente), com q “ 1, é o número crisp ´r.
Proposição 3.3.8. Sejam A e B dois números fuzzy tais que, Apxq “ Bpxq, @x P R.
Então, a subtração completamente correlacionada positivamente (via extensão sup-Jp1,0q)
entre eles retorna, como resultado, o número crisp zero.
´Jpq,rqpA,Bq “ χt0u.
Esse fato difere dos demais casos estudados até agora via princípio de extensão
sup-J , como é o caso das extensões baseadas em t-normas, para as quais a subtração de
dois números fuzzy idênticos, em geral, não retornava o número zero.
Caso q ‰ 1, a subtração entre os números fuzzy A e B não mais retornará um
número real mas sim um conjunto fuzzy cujos α-níveis são subconjuntos da subtração não
interativa entre A e B.
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Proposição 3.3.9. Sejam A e B dois números fuzzy tais que, Apxq “ Bpqx` rq, @x P R,
com q ą 0. Considere também que rAs “ raα1 , aα2 s e rBs “ rbα1 , bα2 s, para todo α P
r0, 1s. Então, a subtração completamente correlacionada positivametne e a subtração não
interativa entre A e B obedecem a seguinte relação:
r´Jpq,rqpA,Bqsα Ď r´^pA,Bqsα,
para todo α P r0, 1s.
Demonstração. Os α-níveis da subtração completamente correlacionada entre A e B são
dados por: r´Jpq,rqpA,Bqsα “ p1 ´ qqrAsα ´ r. Se q P p0, 1s, então r´Jpq,rqpA,Bqsα “ p1 ´
qqrAsα´r “ rp1´qqaα1´r, p1´qqaα2´rs. Se q ą 1, então r´Jpq,rqpA,Bqsα “ p1´qqrAsα´r “
rp1´ qqaα2 ´ r, p1´ qqaα1 ´ rs. Por outro lado, os α-níveis da subtração não interativa entre
A e B são dados por: r´^pA,Bqsα “ raα1 ´ bα2 , aα2 ´ bα1 s. Além disso, pela equação (3.11),
rBsα “ qrAsα ` r e, como q ą 0, temos rBs “ rbα1 , bα2 s “ rpqaα1 ` rq, pqaα2 ` rqs. Portanto,
r´^pA,Bqsα “ raα1´qaα2´r, aα2´qaα1´rs. Contudo, se q P p0, 1s, aα1´qaα2´r ď p1´qqaα1´r e,
se q ą 1, aα1´qaα2´r ď p1´qqaα2´r. Analogamente, se q P p0, 1s, aα2´qaα1´r ě p1´qqaα2´r
e, se q ą 1, aα2 ´ qaα1 ´ r ě p1 ´ qqaα1 ´ r. Essas desigualdades são válidas para todo
α P r0, 1s e, portanto:
r´Jpq,rqpA,Bqsα Ď r´^pA,Bqsα, para todo α P r0, 1s.
Uma outra forma de visualizar esses resultados é a partir da intersecção das
curvas de nível do operador subtração no R2 com a particular distribuição de possibilidade
conjunta entre os números fuzzy A e B. De fato, se A e B são dois números fuzzy
completamente correlacionados positivamente com q “ 1, então qualquer α-nível da
distribuição de possibilidade conjunta J´1,r é um subconjunto da curva de nível ´r da
operação de subtração. Em outras palavras:
rJp´1,rqsα Ď tpx1, x2q P R2|x1 ´ x2 “ ´ru para todo α P r0, 1s.
Contudo, se q ‰ 1, então a intersecção da distribuição de possibilidade conjunta
Jpq,rq com qualquer curva de nível da operação de subtração no R2 consiste, no máximo,
de um ponto.
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Novamente, é importante reforçar que esse resultado só foi possível devido à
escolha particular da distribuição de possibilidade conjunta entre os números fuzzy. Em
muitos casos, dois números fuzzy A e B podem ser tanto positivamente quanto negativa-
mente correlacionados. Nesse caso, enquanto a subtração completamente correlacionada
postivamente gera um subconjunto fuzzy da subtração não interativa, a subtração comple-
tamente correlacionada negativamente resulta no mesmo resultado proporcionado pelo
principio de extensão de Zadeh.
Proposição 3.3.10. Sejam A e B dois números fuzzy tais que Apxq “ Bpqx` rq, @x P R,
com q ă 0. Considere também que rAs “ raα1 , aα2 s e rBs “ rbα1 , bα2 s, para todo α P
r0, 1s. Então, a subtração completamente correlacionada negativamente e a subtração não
interativa entre A e B obedecem a seguinte relação:
r´Jpq,rqpA,Bqsα “ r´^pA,Bqsα,
para todo α P r0, 1s.
Demonstração. de fato, os α-níveis da subtração completamente correlacionada entre A e B
são dados por: r´Jpq,rqpA,Bqsα “ p1´qqrAsα´r “ rAsα´pqrAsα`rq “ raα1 , aα2 s´qraα1 , aα2 s´
r. Como q ă 0, temos: qraα1 , aα2 s “ rqaα2 , qaα1 s. Portanto, r´Jpq,rqpA,Bqsα “ raα1 , aα2 s ´
rqaα2 , qaα1 s ´ r “ raα1 ´ qaα2 ´ r, aα2 ´ qaα2 ´ rs. Como rBs “ rbα1 , bα2 s “ rpqaα1 ` rq, pqaα2 ` rqs.
Então, r´Jpq,rqpA,Bqsα “ raα1 ´ bα2 , aα2 ´ bα1 s. Agora, como r´^pA,Bqsα “ raα1 ´ bα2 , aα2 ´ bα1 s,
concluimos que:
r´Jpq,rqpA,Bqsα “ r´^pA,Bqsα para todo α P r0, 1s.
Resumidamente, se A e B são dois números fuzzy tais que Apxq “ Bpqx `
rq, @x P R, com q, r P R e q ‰ 0 então, se r´^pA,Bqsα e r´Jpq,rqpA,Bqsα representarem,
respectivamente, os α-níveis das extensões de Zadeh e sup-Jpq,rq para a subtração, temos:
1. Se q ă 0, então r´^pA,Bqsα “ r´Jpq,rqpA,Bqsα, @α P r0, 1s.
2. Se q ą 0, então: r´Jpq,rqpA,Bqsα Ď r´^pA,Bqsα, @α P r0, 1s.
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3. Se q “ 1, então: r´Jpq,rqpA,Bqsα “ χt´ru, @α P r0, 1s.
Em particular, se r “ 0, temos r´Jpq,rqpA,Bqsα “ χt0u, @α P r0, 1s.
Exemplo 3.3.11. Subtração completamente correlacionada positivamente
Considere os números fuzzy triangulares A “ B “ p´1; 0; 1q. Como Apxq “
Bpxq, @x P R, então A e B são completamente correlacionados se Jp1,0q for a distribuição
de possibilidade conjunta entre eles. Nesse caso, utilizando os resultados do exemplo (3.3.2),
para todo α P r0, 1s, r´Jp1,0qpA,Bqsα “ p1 ´ 1qrAsα ´ χt0u “ χt0u Ď r´^pA,Bqsα. Esse
resultado está de acordo com as proposições (3.3.8) e (3.3.9), uma vez que, nesse caso,
q “ 1 ą 0 e r “ 0.
Exemplo 3.3.12. Subtração completamente correlacionada negativamente
Considere, novamente, os números fuzzy triangulares A “ B “ p´1; 0; 1q.
Como Apxq “ Bp´xq, @x P R, então A e B são completamente correlacionados se Jp´1,0q
for a distribuição de possibilidade conjunta entre eles. Nesse caso, para todo α P r0, 1s,
r´Jp1,0qpA,Bqsα “ p1´p´1qrAsα´χt0u “ 2rAsα “ r2˚pα´1q, 2˚p´α`1qs “ r´^pA,Bqsα “
r2 ˚ pα´ 1q, 2 ˚ p´α` 1qs. Esse resultado está de acordo com a Proposição 3.3.10, uma vez
que, nesse caso, q “ ´1 ă 0.
Até agora, o conceito de conjunto fuzzy menor é ainda bastante abstrato visto
que ainda não definimos claramente uma maneira de compará-los. No próximo capítulo,
uma "norma"será inserida no conjunto dos números fuzzy, permitindo uma maneira objetiva
de comparação. Todavia, os resultados obtidos nessa seção para soma e subtração de
dois números, indicam que podemos, de certo modo, obter conjuntos fuzzy com suportes
menores dependendo da forma como efetuamos a extensão da operação ou seja, dependendo
da distribuição de possibilidade conjunta atribuída ao par de números fuzzy. Contudo,
essa abordagem tem uma certa restrição quando utilizada em aplicações gerais, uma vez
que o conjunto de pares de números fuzzy que podem ser completamente correlacionados
é um subconjunto do conjunto de todos os pares de números fuzzy.
A interatividade entre dois números fuzzy quaisquer é consequência direta da
distribuição de possibilidade conjunta atribuída a eles, algo que não é uma propriedade
natural dos números fuzzy mas sim imposta a eles dentro de certo contexto a partir da
particular escolha para a conjunta J . Portanto, a tarefa de definir interatividade para dois
números fuzzy está relacionada com a tarefa de determinar a distribuição de possibilidade
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conjunta entre eles. Com isso, o estudo de fórmulas para construção de distribuições
de possibilidade conjuntas válidas para qualquer conjunto de números fuzzy se torna
essencial quando desejamos ter algum controle sobre a interatividade entre eles. Este é o
objetivo principal deste trabalho e uma família de distribuições de possibilidade conjunta
parametrizada para extensão de operações aritméticas será fornecida no próximo capítulo,
permitindo um controle sobre a norma do conjunto fuzzy resultante.
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4 Uma Família de Distribuições de Possibi-
lidade Conjunta para Extensão de Opera-
ções Aritméticas
"O caminho da sabedoria consiste em entender
as coisas superiores a partir das inferiores,
as invisíveis por intermédio das visíveis
e as complexas depois das mais simples."
(J. Comenius)
4.1 Norma de Número Fuzzy
Uma das formas clássicas de se determinar o tamanho de entes matemáticos
como elementos, conjuntos, funcionais, vetores e matrizes é estabelecendo uma norma. A
norma permite comparar elementos de uma maneira objetiva, determinando, sob a ótica
dessa norma, qual elemento é maior. Ainda mais primitiva, a noção de distância entre
elementos dá origem aos chamados espaços métricos.
Definição 4.1.1. Espaço Métrico (20)
Seja X um conjunto não vazio e d : X ˆX Ñ r0,8q um mapeamento. O par
pX, dq é chamado espaço métrico se as condições abaixo forem satisfeitas:
1. dpx, yq ě 0, @x, y P X.
2. dpx, yq “ 0 se, e somente se, x “ y.
3. dpx, yq “ dpy, xq, @x, y P X.
4. dpx, zq ď dpx, yq ` dpy, zq, @x, y, z P X.
Nessa condições, dizemos que d : X ˆX Ñ r0,8q é uma métrica.
Espaços normados são espaços vetoriais (23) nos quais podemos definir uma
função adequada, denominada norma.
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Definição 4.1.2. Espaço Normado (20)
Seja X um espaço vetorial, ‖ ¨ ‖: X Ñ r0,8q uma função e δ P R um escalar.
Então, pX, ‖ ¨ ‖q é chamado de espaço normado real se:
1. ‖ x ‖ě 0, @x P X.
2. ‖ x ‖“ 0 se, e somente se, x “ 0.
3. ‖ δx ‖“ |δ| ‖ x ‖, @δ P R, x P X.
4. ‖ x` y ‖ď‖ x ‖ ` ‖ y ‖, @x, y P X.
A norma induz, em um espaço normado X, uma distância (métrica), dada por
dpx, yq “‖ x´ y ‖. Dessa forma, todo espaço normado é um espaço métrico.
Veremos que o conjunto dos números fuzzy RF é um espaço métrico. Esse fato
é importante, possibilitanto uma noção objetiva da distância entre dois números fuzzy
A e B quaisquer. A métrica mais conhecida e empregada na literatura é a métrica de
Hausdorff-Pompeiu, oriunda da distância entre subconjuntos compactos e convexos do Rn
(24).
Definição 4.1.3. Distância de Hausdorff-Pompeiu sobre RF (5)
Sejam A,B P RF . A distância de Hausdorff-Pompeiu D8 : RF ˆ RF Ñ r0,8q





onde dH é a métrica de Hausdorff-Pompeiu (24):











Pode-se mostrar que o conjunto dos números fuzzy, com a métrica de Hausdorff-
Pompeiu, é um espaço métrico completo. Contudo, não se trata de um espaço métrico
localmente compacto e nem separável. O leitor interessado pode consultar a referência (5).
Podemos inserir, no espaço métrico dos números fuzzy, uma função || ¨ || : RF Ñ
r0,8q que possui propriedades similares às de uma norma. Essa função é oriunda da
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métrica de Hausdorff-Pompeiu, sendo definida como a distância entre o número fuzzy em
questão e o número crisp zero. Uma vez que o conjunto dos números fuzzy não forma um
espaço vetorial, ele não é um espaço normado (5). Apesar dessa observação, a partir de
agora, essa função será chamada de norma de um número fuzzy.
Definição 4.1.4. Norma de Hausdorff-Pompeiu Para Números Fuzzy (5)







|x|, @A P RF . (4.1)
Proposição 4.1.5. Propriedades da Norma de Hausdorff-Pompeiu (5)
Sejam A,B P RF e δ P R uma constante real. Então, a função definida em
(4.1.4) satisfaz as seguintes propriedades:
1. ||A|| “ 0 Ø A “ χ0.
2. ||δA|| “ |δ|||A||.
3. ||A`B|| ď ||A|| ` ||B||.
A partir de agora, sempre que nos referirmos a norma de um número fuzzy,
estamos nos referindo a norma de Hausdorff-Pompeiu. A norma definida anteriormente
permite que comparemos objetivamente dois números fuzzy quaisquer, permitindo dizer
qual deles é maior.
Na próxima seção vamos trabalhar um exemplo simples que servirá de base para
a utilização da norma definida anteriormente como forma de comparação dos resultados de
operações aritméticas fuzzy. Como vimos nos capítulos anteriores, existem diversas formas
de se estender operações aritméticas e cada uma delas pode gerar, como resultado, um
conjunto fuzzy distinto. Com o uso da norma, poderemos comparar qual dessas saídas é
menor e qual é maior.
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4.2 Norma de Operações Aritméticas Entre Números Fuzzy Intera-
tivos
Conforme já mencionado, podemos estender operações aritméticas (soma, sub-
tração, produto e divisão) sobre dois números fuzzy A1 e A2 quaisquer de diversas formas.
Uma das maneiras é utilizar o princípio de extensão baseado em t-normas (2.2.1). Assim,
dependendo da particular escolha da t-norma utilizada para construir uma distribuição de
possibilidade conjunta entre A1 e A2, obteremos diferentes resultados.
Sejam tD e ^ as t-normas drástica e do mínimo, respectivamente. Denotaremos
por Jt a distribuição de possibilidade conjunta entre A1 e A2 baseada na t-norma t. Em
particular, JtD e J^ representam as distribuições de possibilidade conjunta entre A1 e A2
baseadas nas t-normas drástica e do mínimo, respectivamente. Nesse caso, JtDpx1, x2q “
A1px1q tD A2px2q e J^px1, x2q “ A1px1q ^ A2px2q. Note que JtD Ď Jt Ď J^, pois
a tD b ď a t b ď a ^ b, para todo a, b P r0, 1s, segundo o teorema (2.2.13).
Vimos no capítulo anterior que as extensões sup-J de qualquer função contínua
f , em particular as operações aritméticas, podem ser escritas como uma equação relacional
fuzzy ftpA1, A2q “ Rf ˝JtpA1, A2q (3.8). Utilizando a propriedade de preservação de ordem
por composições sup-t:
Rf ˝ JtDpA1, A2q Ď Rf ˝ JtpA1, A2q Ď Rf ˝ J^pA1, A2q. (4.2)
ftDpA1, A2q Ď ftpA1, A2q Ď f^pA1, A2q. (4.3)
Consequentemente, para qualquer t-norma t, a norma das extensões sup-Jt das
operações aritméticas é limitada pelas normas das extensões sup-JtD e sup-J^:
Proposição 4.2.1. Seja ‚ : RˆRÑ R uma operação aritmética e A1 e A2 dois números
fuzzy quaiquer. Então:
|| ‚tD pA1, A2q|| ď || ‚t pA1, A2q|| ď || ‚^ pA1, A2q||.
Esse resultado é semelhante ao obtido pela proposição (2.2.14), porém escrito
sob a ótica da norma de Hausdorff-Pompeiu.
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Se ficarmos restritos às extensões baseadas em t-normas, as normas geradas
pelas operações aritméticas ficam restritas às normas das extensões baseadas nas t-normas
drástica e do mínimo. Contudo, ao utilizarmos outros tipos de distribuição de possibilidade
conjunta que não fazem uso explícito de t-normas, podemos gerar resultados com normas
inferiores. Esse é o caso, por exemplo, das operações de soma e subtração completamente
correlacionadas, tratadas no capítulo anterior.
O exemplo a seguir, baseado na soma de números fuzzy próximos de zero, exibe
essa possibilidade.
Exemplo 4.2.2. Soma de Números Fuzzy Próximos de Zero
Esse exemplo é baseado na modelagem da seguinte expressão: “a soma de dois
números fuzzy próximos de zero retorna outro número próximo de zero”. Seja ` : RˆRÑ R
a função que associa, a cada par de números reais px1, x2q, a soma `px1, x2q “ x1 ` x2.
Ainda, considere os números fuzzy triangulares A1 “ A2 “ p´1; 0; 1q que modelam a
expressão "próximo de zero".
A soma entre A1 e A2, baseada na t-norma do mínimo (extensão de Zadeh),
gera como resposta o número fuzzy triangular `^pA1, A2q “ p´2; 0; 2q (exemplo 2.1.8).
Portanto:
|| `^ pA1, A2q|| “ 2.
A soma entre A1 e A2, baseada na t-norma drástica, gera como resposta o
número fuzzy triangular `tDpA1, A2q “ p´1; 0; 1q (exemplo 2.2.12). Portanto:
|| `tD pA1, A2q|| “ 1.
Consequentemente, segundo a proposição anterior, para qualquer t-norma t:
1 “ || `tD pA1, A2q|| ď || `t pA1, A2q|| ď || `^ pA1, A2q|| “ 2.
Portanto, ao utilizarmos as extensões baseadas em t-normas, as normas da
soma entre A1 e A2 ficam restritas ao intervalo r1, 2s.
A figura 18 a seguir ilustra os 0, 5-níveis das distribuições de possibilidade
conjunta JtD , JtpeJ^ entre A1 e A2, onde Jtp faz uso da t-norma do produto.
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Figura 18 – Fronteiras dos 0, 5-nível das distribuições de possibilidade conjunta de JtD
(pontilhado), Jtp (contínuo) e J^ (traço e ponto) entre A1 “ p´1; 0; 1q e
A2 “ p´1; 0; 1q.
Alguém pode inferir que o resultado obtido utilizando a t-norma drástica é
melhor, uma vez que estamos modelando o conceito “próximo de zero”. Todavia, extensões
da soma entre pA1, A2q, com norma menor que 1, podem ser obtidas se utilizarmos outras
distribuições de possibilidade que não fazem uso de t-normas. Esse é o caso dos números
fuzzy completamente correlacionados, introduzidos no capítulo anterior.
De fato, em nosso exemplo, os números fuzzy triangulares A1 e A2 podem ser
completamente correlacionados negativamente se estabalecermos entre eles a distribuição
de possibilidade conjunta Jpq,rqpx, yq “ A1pxqχtqx`r“yupx, yq com q “ ´1 e r “ 0, denotada
por Jp´1,0q (exemplo 3.3.7). Note que Jp´1,0q é uma distribuição de possibilidade conjunta
entre A1 e A2 que não é baseada em t-norma.
A figura 19 ilustra a distribuição de possibilidade conjunta Jp´1,0q para A1 e
A2.
Utilizando os resultados do capítulo anterior, os α-níveis de `Jp´1,0qpA1, A2q são
dados por:
r`Jp´1,0qpA1, A2qsα “ pq ` 1qrA1sα ` r “ 0rA1sα “ χt0u, para todo α P r0, 1s.
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Figura 19 – Distribuição de possibilidade conjunta Jp´1,0q entre A1 “ p´1; 0; 1q e A2 “
p´1; 0; 1q. As curvas tracejadas representam curvas de nível do operador soma.
Portanto, `Jp´1,0qpA1, A2q “ 0, gerando uma soma entre A1 e A2 com norma
zero:
|| `Jp´1,0q pA1, A2q|| “ 0.
O exemplo anterior revela que se nos restringirmos ao princípio de extensão
baseado em t-normas, é possível que não sejamos capazes de produzir extensões do operador
soma de forma a obter resultados com menor norma possível. De fato, para todo par de
números fuzzy A,B P RF que não representam números reais, existem infinitas opções
de distribuições de possibilidade entre eles, o que significa que existem infinitos modos
de se estender o operador soma sobre pA,Bq. Contudo, o resultado anterior, obtido via
soma completamente correlacionada, só foi possível porque os números fuzzy utilizados,
A1 e A2, possuem uma correspondência linear entre suas funções de pertinência. Caso eles
não tivessem essa propriedade, como gerar, de maneira prática, uma soma estendida cuja
norma seja inferior à proporcionada pela t-norma drástica? Perceba que essa questão está
ligada, de certa forma, a uma maneira de controlar a norma da operação aritmética de
soma entre dois números fuzzy. No exemplo anterior, buscamos somas cuja norma fosse a
menor possível, uma vez que queríamos modelar a expressão linguística “número próximo
de zero”, contudo, em outros contextos, o objetivo pode ser gerar extensões do operador
soma (ou qualquer outra operaçõa aritmética) cuja norma seja a maior possível ou mesmo
“intermediário”.
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Sabemos que, por trás de qualquer extensão, existe uma distribuição de possibi-
lidade conjunta que estabelece, de certa forma, o nível de interatividade entre os números
fuzzy envolvidos. Portanto, controlar a norma resultante das extensões das operações
aritméticas está ligado à tarefa de estabelecer/criar determinadas distribuições de possibi-
lidade conjunta que nos possibilitem ora obter extensões com normas reduzidas, ora obter
extensões com normas maiores.
As observações anteriores nos conduzem às seguintes questões:
1. Seria possível ter controle sobre a norma das extensões das operações aritméticas,
entre qualquer par de números fuzzy, utilizando o princípio de extensão sup-J?
2. Mais precisamente, seria possível construir uma sequência de distribuições de pos-
sibilidade conjunta, válidas para qualquer par de números fuzzy, cuja norma da
correspondente extensão das operações aritméticas seja crescente?
A próxima seção será dedicada a fornecer as respostas para essas questões, cons-
truindo, para isso, uma família de distribuições de possibilidade conjunta parametrizada,
válidas para qualquer par de números fuzzy A,B P RF .
4.3 Uma Família Parametrizada de Distribuições de Possibilidade
Conjunta
O objetivo dessa seção é apresentar uma fórmula parametrizada de relações
fuzzy em R2. Provaremos, a seguir, que essas relações são, de fato, uma distribuição de
possibilidade conjunta para o par de números fuzzy dado. Mais do que isso, mostraremos
que essa família propicia um certo tipo de controle sobre a interatividade entre os números
fuzzy envolvidos. Para isso, a fórmula proposta contemplará um parâmetro γ P r0, 1s que
executará o papel de ajustar as normas das correspondentes extensões sup-J das operações
aritméticas.
Dados dois números fuzzy arbitrários A1, A2 P RF e uma operação aritmética
‚ : RˆRÑ R, começaremos a construção da nossa família de distribuições de possibilidade





|x1 ‚ w|, ‚ f 2^px2q “
ľ
wPrA1sA2px2q
|w ‚ x2|, (4.4)





|x1 ‚ w|, ‚ f 2_px2q “
ł
wPrA1sA2px2q
|w ‚ x2|. (4.5)
Resumidamenete, a cada entrada arbitrária x1 P rA1s0, a função auxiliar
‚f 1^ retorna o menor valor possível, em módulo, da operação ‚ restrita ao conjunto
C1 “ tpx1, wq P R2|A2pwq ě A1px1qu. Analogamente, a cada entrada x1, a função auxiliar
‚f 1_ retorna o maior valor possível, em módulo, da operação ‚ restrita ao conjunto C1.
Análise similar é feita para as funções auxiliares ‚f 2^ e ‚f 2_.
O exemplo abaixo ilustra a construção das funções ‚f 1^, ‚f 2^, ‚f 1_, ‚f 2_ para o
caso A1 “ A2 “ p´1; 0; 1q e ‚ “ `.
Exemplo 4.3.1. Funções auxiliares ‚f 1^, ‚f 2^, ‚f 1_, ‚f 2_ para o caso A1 “ A2 “
p´1; 0; 1q e ‚ “ `.
Considere os números fuzzy triangulares A1 “ A2 “ p´1; 0; 1q. Então, para




|x1 ` w| “
ľ
wPr´|x1|,|x1|s




|x1 ` w| “
ł
wPr´|x1|,|x1|s
|x1 ` w| “ |x1 ` x1| “ 2|x1|.




|w ` x2| “
ľ
wPr´|x2|,|x2|s




|w ` x2| “
ł
wPr´|x2|,|x2|s
|w ` x2| “ |x2 ` x2| “ 2|x2|.
Uma outra maneira de “visualizar” as funções `f 1^ e `f 2^ é através dos subcon-
juntos S1 “ tpx1, x2q P rA1s0 ˆ rA2s0|x2 “ argminwPrA2sA1px1q |x1 ` w|u e S2 “ tpx1, x2q P
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Figura 20 – Gráfico da função `f 1_px1q para o caso A1 “ A2 “ p´1; 0; 1q e ‚ “ `.
rA1s0 ˆ rA2s0|x1 “ argminwPrA1sA2px2q |w ` x2|u do cartesiano rA1s0 ˆ rA2s0. Esses subcon-
juntos representam, dentro do produto cartesiano rA1s0 ˆ rA2s0, os pares responsáveis
pelo menor módulo da operação `, ao fixar um dos argumentos, desde que o outro tenha
pertinência maior ou igual a este. A Figura 21 ilustra essa representação utilizando o
exemplo 4.3.1.
Figura 21 – Os segmentos denotados por f 1^ representam os pontos do conjunto S1, en-
quanto os segmentos denotados por f 2^ representam os pontos do conjunto S2.
Nesse exemplo, os subconjuntos S1 “ tpx1, x2q|x2 “ argminwPrA2sA1px1q |x1`w|u
e S2 “ tpx1, x2q|x1 “ argminwPrA1sA2px2q |w ` x2|u são coincidentes.
Da mesma forma, uma maneira alternativa de “visualizar” as funções `f 1_ e `f 2_
é através dos subconjuntos S3 “ tpx1, x2q P rA1s0ˆrA2s0|x2 “ argmaxwPrA2sA1px1q |x1`w|u e
S4 “ tpx1, x2q P rA1s0ˆrA2s0|x1 “ argmaxwPrA1sA2px2q |w`x2|u do cartesiano rA1s0ˆrA2s0.
Esses subconjuntos representam, dentro do produto cartesiano rA1s0 ˆ rA2s0, os pares
responsáveis pelo maior módulo da operação `, ao fixar um dos argumentos, desde que
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o outro tenha pertinência maior ou igual a este. A Figura 22 ilustra essa representação
utilizando o exemplo 4.3.1.
Figura 22 – Os segmentos denotados por f 1_ representam os pontos do conjunto S3, en-
quanto os segmentos denotados por f 2_ representam os pontos do conjunto S4.
Nesse exemplo, os subconjuntos S3 “ tpx1, x2q|x2 “ argmaxwPrA2sA1px1q |x1 `
w|u e S4 “ tpx1, x2q|x1 “ argmaxwPrA1sA2px2q |w ` x2|u são coincidentes.
Além das funções ‚f 1^, ‚f 2^, ‚f 1_, ‚f 2_, uma outra função auxiliar υ‚γ : RˆRÑ R
é necessária para a construção da família de distribuições de possibilidade conjunta. Essa
função consiste no supremo de combinações convexas das funções f i^pxiq e f i_pxiq, com




rp1´ γqp‚f i^pxiqq ` γp‚f i_pxiqqs. (4.6)
Vale a pena ressaltar que a expressão γp‚f i_pxiqq consiste em uma multipliação
do parâmetro γ pelo valor da função ‚f i_ no ponto xi. O símbolo ‚ apenas denota que a
função ‚f i_ é computada tomando como base a operação aritmética ‚.
Note que a função υ‚γ retorna valores cada vez maiores no ponto px1, x2q a
medida que o parâmetro γ cresce dentro do intervalo r0, 1s. Por exemplo, se γ “ 0,
υ‚0px1, x2q “ ‚f 1^px1q _ ‚f 2^px2q ou seja, υ‚0px1, x2q tem como resultado o máximo entre
as menores normas possíveis da operação υ‚γ : R ˆ R Ñ R restrita aos conjuntos C1 “
tpx1, wq P R2|A2pwq ě A1px1qu e C2 “ tpw, x2q P R2|A1pwq ě A2px2qu. Por outro lado, se
γ “ 1, υ‚1px1, x2q “ ‚f 1_px1q _ ‚f 2_px2q ou seja, υ‚1px1, x2q tem como resultado o máximo
entre as maiores normas possíveis da operação υ‚γ : RˆRÑ R restrita aos conjuntos C1 e
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C2. Obviamente, υ‚0 ď υ‚1 e, de maneira mais geral, υγ1 ď υγ2 se γ1 ď γ2. Posteriormente,
veremos que é justamente essa propriedade da função υ‚γ a responsável pelo crescimento
da norma da extensão da operação aritmética ‚ em função do parâmetro γ.
Agora, vamos exemplificar o uso da função υ‚γ utilizando como base nosso
exemplo anterior.
Exemplo 4.3.2. Função auxiliar υ‚γ para o caso A1 “ A2 “ p´1; 0; 1q e ‚ “ `.
Considere os números fuzzy triangulares A1 “ A2 “ p´1; 0; 1q. Vimos no
exemplo anterior que, para todo x1 P rA1s0:
`f 1^px1q “ 0, `f 1_px1q “ 2|x1|,
e para todo x2 P rA2s0:
`f 2^px2q “ 0, `f 2_px2q “ 2|x2|.
Portanto, tomando γ “ 0, para todo px1, x2q P rA1s0 ˆ rA2s0:
υ`0 px1, x2q “
ł
iPt1,2u



















Figura 23 – Função υ`0 para o caso A1 “ A2 “ p´1; 0; 1q.




rp1´ 0, 5q0` 0, 5p2|xi|qs “ maxt|x1|, |x2|u.



























Figura 24 – Função υ`0,5 para o caso A1 “ A2 “ p´1; 0; 1q.
Caso γ “ 1, para todo px1, x2q P rA1s0 ˆ rA2s0:
υ`1 px1, x2q “
ł
iPt1,2u



















Figura 25 – Função υ`1 para o caso A1 “ A2 “ p´1; 0; 1q.
A seguir, será proposta a família de relações fuzzy tJ‚γu, γ P r0, 1s, para uma
operação aritmética ‚ : Rˆ RÑ R qualquer.
Definição 4.3.3. Família de Relações Fuzzy
J‚γ px1, x2q “
#
A1px1q ^ A2px2q , |x1 ‚ x2| ď υ‚γpx1, x2q
0 , c.c
(4.7)
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Uma vez construída uma família de relações fuzzy, válidas para qualquer par
de números fuzzy, resta-nos investigar se essas relações, para todo γ P r0, 1s, formam uma
família de distribuições de possibilidade conjunta para o par. Para isso, é preciso mostrar
que A1 e A2 são distribuições marginais da relação J‚γ pA1, A2q para qualquer valor de γ
no intervalo unitário, conforme o teorema a seguir.
Teorema 4.3.4. Família de Distribuições de Possibilidade Conjunta Parametri-
zada
Dados A1, A2 P RF e uma operação aritmética ‚ : RˆRÑ R, o conjunto fuzzy
J‚γ dado por:
J‚γ px1, x2q “
#






















é uma distribuição de possibilidade conjunta entre A1 e A2, para todo γ P r0, 1s.
Demonstração. Para provar esse teorema, procedemos da seguinte forma: primeiro, pela
equação (4.8), para qualquer γ P r0, 1s, a desigualdade J‚γ px1, x2q ď A1px1q é válida para
todo px1, x2q P Rˆ R, o que implica que a projeção Π1J‚γ (3.1.2) satisfaz Π1J‚γ px1q ď A1px1q.
Por outro lado, a proposição 1.4.6 garante que rAisα, i P t1, 2u, são intervalos fechados
para todo α P r0, 1s. Com isso, o teorema de Weierstrass (20) garante que existe x^ P
rA2sA1px1q tal que |x1 ‚ x^| “ ‚f 1^px1q ď v‚γpx1, x2q para todo x2 P R. Consequentemente,
Π1J‚γ px1q ě A1px1q ^ A2px^q “ J‚γ px1, x^q “ A1px1q, pois x^ P rA2sA1px1q. Logo, temos que
Π1J‚γ px1q “ A1px1q para todo x1 P R e γ P r0, 1s. De maneira similar, pode-se mostrar
que Π2J‚γ px2q “ A2px2q para todo x2 P R e γ P r0, 1s. Portanto, J‚γ é uma distribuição de
possibilidade conjunta para qualquer par de números fuzzy A1 e A2.
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Pela equação (4.8), a distribuição de possibilidade conjunta J‚γ admite uma
quantidade cada vez maior de pares px1, x2q em seu suporte a medida que o parâmetro
γ cresce dentro do intervalo fechado r0, 1s. Isso ocorre devido a função υ‚γpx1, x2q, para
um par ordenado px1, x2q fixo, ser crescente em relação a γ. Portanto, de certa forma,
quanto maior o valor de γ, "maior"é o conjunto J‚γ . Essa propriedade é o que garantirá,
com respeito à γ, um mapeamento crescente das normas das extensões das operações
aritméticas com base na distribuição J‚γ .
Exemplos da família de distribuições de possibilidade conjunta J‚γ serão forneci-
dos na próxima seção. Antes, vamos nos apoiar no Teorema 4.3.4 para construir extensões
das operações aritméticas com base na família J‚γ , utilizando o princípio de extensão
sup-J‚γ .
4.4 Aritmética Entre Números Fuzzy Interativos Baseada na Famí-
lia de Distribuições de Possibilidade Conjunta J‚γ
Uma vez demonstrado que temos uma família de distribuições de possibili-
dade conjunta, válida para qualquer par de números fuzzy, podemos construir uma nova
aritmética fuzzy, baseada nas extensões sup-J das operações aritméticas, onde J “ J‚γ .
Exemplo 4.4.1. Operações aritméticas baseadas na família de distribuições de
possibilidade conjunta J‚γ
Sejam A e B dois números fuzzy quaisquer e J‚γ a distribuição de possibilidade
conjunta (4.8) Então, as operações aritméticas, baseadas na distribuição de possibilidade
J‚γ , são dadas por:
1. Soma: seja ` : R ˆ R Ñ R a função soma `px, yq “ x ` y e J`γ a distribuição de
possibilidade conjunta (4.8) para o operador soma. A soma entre A e B, baseada
nessa distribuição de possibilidade conjunta, é o conjunto fuzzy `Jγ` pA,Bq cuja
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2. Subtração: seja ´ : R ˆ R Ñ R a função subtração ´px, yq “ x ´ y e J´γ a
distribuição de possibilidade conjunta (4.8) para o operador subtração. A subtração
entre A e B, baseada nessa distribuição de possibilidade conjunta, é o conjunto fuzzy





3. Produto: seja ˚ : R ˆ R Ñ R a função produto ˚px, yq “ xy e J˚γ a distribuição
de possibilidade conjunta (4.8) para o operador produto. O produto entre A e B,
baseada nessa distribuição de possibilidade conjunta, é o conjunto fuzzy ˚Jγ˚ pA,Bq





4. Divisão: seja ˜ : R ˆ R Ñ R a função divisão ˜px, yq “ x{y, J˜γ a distribuição
de possibilidade conjunta (4.8) para o operador divisão e suponha que 0 R rBs0.
A divisão entre A e B, baseada nessa distribuição de possibilidade conjunta, é o





É importante observar que as extensões dos operadores soma e produto obede-
cem a propriedade de comutatividade, conforme exposto na proposição a seguir:
Proposição 4.4.2. Comutatividade da Soma e Produto via Extensão sup-J‚γ
Dados A,B P RF , as extensões sup-J‚γ para soma e produto obedecem as
seguintes propriedades:
1. Comutatividade - Soma: `Jγ` pA,Bqpzq “ `Jγ` pB,Aqpzq, para todo z P R e
γ P r0, 1s.
2. Comutatividade - Produto: ˚Jγ˚ pA,Bqpzq “ ˚Jγ˚ pB,Aqpzq, para todo z P R e
γ P r0, 1s.
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As demonstrações dessas propriedades decorrem diretamente da comutatividade
das operações reais de soma e produto, da função auxiliar v‚γ e, consequentemente, das
relações J‚γ , quando ‚ é o operador soma ou produto.
Demonstração. Para todo px, yq P R2, |x ` y| “ |y ` x|. Também, para todo px, yq P R2,
v`γ px, yq “ v`γ py, xq. Com isso, a condição |x` y| ď v`γ px, yq é satisfeita se, e somente se,
a condição |y ` x| ď v`γ py, xq for satisfeita. Finalmente, como x ^ y “ y ^ x para todo
px, yq P R2, concluimos que J`γ px, yq “ J`γ py, xq. Segue diretamente que, para quaisquer
A,B P RF e z P R:
`Jγ` pA,Bqpzq “ `Jγ` pB,Aqpzq, para todo γ P r0, 1s.
A demonstração para a operação de produto é análoga.
A seguir, vamos ilustrar a aritmética proposta no início dessa seção para o caso
da soma de dois números fuzzy triangulares idênticos.
Exemplo 4.4.3. Soma baseada na distribuição de possibilidade conjunta J`0
Sejam A1 e A2 os números fuzzy triagulares A1 “ A2 “ p´1; 0; 1q. A distribuição








|w ` x2| “ | ´ x2 ` x2| “ 0, @x2 P rA2s0. (4.10)
Portanto:
υ`0 px1, x2q “
ł
iPt1,2u
p`f i^pxiqq “ p`f 1^px1qq _ p`f 2^px2qq “ 0. (4.11)
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Com isso,
J`0 px1, x2q “
#
A1px1q ^ A2px2q , |x1 ` x2| ď 0
0 , c.c
(4.12)
A Figura 26 ilustra a desiguldade |x1 ` x2| ď υ`0 px1, x2q. Nela, podemos
visualizar que apenas os pontos px,´xq P R2, com x P rA1s0 “ rA2s0, satisfazem a





































Figura 26 – Em vermelho, superfície z “ |x1`x2|. Em azul, superfície z “ υ`0 px1, x2q. Ape-
nas os pares px,´xq P R2, com x P rA1s0 “ rA2s0, satisfazem a desigualdade
|x1 ` x2| ď υ`0 px1, x2q.
Consequentemente, apenas os pares px,´xq P R2, com x P rA1s0 “ rA2s0,
possuem pertinência não nula ao conjunto J`0 . Assim, temos rJ`0 pA1, A2qsα “ tpx1, x2q P
R2|x1 “ ´x2 e x1 P rA1sαu para todo α P r0, 1s. Portanto :
`J`0 pA1, A2qpzq “
#
1 , se z “ 0,
0 , c.c,
(4.13)
`J`0 pA1, A2q “ χt0u. (4.14)
Com isso, a soma dos números fuzzy A1 “ A2 “ p´1; 0; 1q, baseada na distri-
buição de possibilidade conjunta J`0 , gera uma soma de norma nula, assim como foi obtida
via soma completamente correlacionada negativamente no Exemplo 4.2.2.
|| `J`0 pA1, A2q|| “ 0. (4.15)
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Figura 27 – Distribuição de possibilidade conjunta J`0 entre A1 “ p´1; 0; 1q e A2 “
p´1; 0; 1q. As curvas tracejadas representam curvas de nível do operador soma.
Exemplo 4.4.4. Soma entre números fuzzy triangulares A1 “ A2 “ p´1; 0; 1q
baseada na distribuição de possibilidade conjunta J`0,5














ppp`f i^pxiqq ´ 0, 5q ` 0, 5p`f i_pxiqqq “
0, 5p`f 1_px1qq _ 0, 5p`f 2_px2qq “ maxt|x1|, |x2|u.





A1px1q ^ A2px2q , |x1 ` x2| ď maxt|x1|, |x2|u,
0 , c.c.
(4.18)
A figura a seguir ilustra a desiguldade |x1`x2| ď υ`0,5px1, x2q. Nela, percebemos























Figura 28 – Em vermelho, superfície z “ |x1 ` x2|. Em azul, superfície z “ υ`0,5px1, x2q.
Apenas os pares do conjunto tpx1, x2q P rA1s0 ˆ rA2s0|x1x2 ď 0u, satisfazem a
desigualdade |x1 ` x2| ď υ`0,5px1, x2q.
Assim, temos rJ`0,5pA1, A2qsα “ tpx1, x2q P rA1sα ˆ rA2sα|x1x2 ď 0u para todo
α P r0, 1s.
Portanto:
`J`0,5pA1, A2q “ p´1; 0; 1q. (4.19)
Com isso, a soma dos números fuzzy A1 “ A2 “ p´1; 0; 1q, baseada na distri-
buição de possibilidade conjunta J`0,5, gera uma soma de norma 1, assim como foi obtida
via soma baseada na t-norma drástica conforme Exemplo 4.2.2.
|| `J`0,5 pA1, A2q|| “ 1. (4.20)






















z = 0 
z = −1 
z = −2 
z = 1 
z = 2 
Figura 29 – Distribuição de possibilidade conjunta J`0,5 entre A1 “ p´1; 0; 1q e A2 “
p´1; 0; 1q. As curvas tracejadas representam curvas de nível do operador soma.
Exemplo 4.4.5. Soma entre números fuzzy triangulares A1 “ A2 “ p´1; 0; 1q
baseada na distribuição de possibilidade conjunta J`1
A distribuição de possibilidade conjunta J`1 entre A1 e A2 é construída da
seguinte forma:
υ`1 px1, x2q “
ł
iPt1,2u
p`f i_pxiqq “ maxt2|x1|, 2|x2|u. (4.21)
Com isso,
J`1 px1, x2q “
#
A1px1q ^ A2px2q , |x1 ` x2| ď maxt2|x1|, 2|x2|u,
0 , c.c.
(4.22)
A figura a seguir ilustra a desiguldade |x1` x2| ď υ`1 px1, x2q. Nela, percebemos
que a desigualdade |x1 ` x2| ď maxt2|x1|, 2|x2|u é sempre satisfeita para todos os pares
px1, x2q P rA1s0 ˆ rA2s0.
Logo:
J`1 px1, x2q “ A1px1q ^ A2px2q, @px1, x2q P R2. (4.23)




































Figura 30 – Em vermelho, superfície z “ |x1 ` x2|. Em azul, superfície z “ υ`1 px1, x2q. A
desigualdade |x1 ` x2| ď maxt2|x1|, 2|x2|u é sempre satisfeita para todos os





















z = −2 
z = −1 
z = 0 
z = 1 
z = 2 
Figura 31 – Distribuição de possibilidade conjunta J`1 entre A1 “ p´1; 0; 1q e A2 “
p´1; 0; 1q. As curvas tracejadas representam curvas de nível do operador soma.
Consequentemente:
`J`1 pA1, A2q “ p´2; 0; 2q. (4.24)
Com isso, a soma dos números fuzzy A1 “ A2 “ p´1; 0; 1q, baseada na distri-
buição de possibilidade conjunta J`1 , gera uma soma idêntica a produzida via extensão de
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Zadeh.
|| `J`1 pA,Bq|| “ 2. (4.25)
Vimos nos exemplos anteriores (4.4.3, 4.4.4 e 4.4.5) que para o particular
exemplo da soma de números fuzzy triangulares A1 “ A2 “ p´1; 0; 1q, a família de
distribuições de possibilidade conjunta J`γ dá origem a somas estendidas cuja norma
coincide com a menor norma possível ||`J`0 pA,Bq|| “ 0 (obtida anteriormente no exemplo
4.2.2 via soma completamente correlacionada negativamente), uma norma intermediária
|| `J`0,5 pA,Bq|| “ 1 (obtida em 4.2.2 via soma baseada na t-norma drástica) e a uma soma
estendida cuja norma coincide com a maior norma possível || `J`1 pA,Bq|| “ 2 dentre as
extensões baseadas em distribuições de possibilidade conjunta (obtida no Exemplo 4.2.2
via princípio de extensão de Zadeh).
Veremos a seguir que, mais do que gerar somas cujas normas coincidem com os
valores máximo e mínimo obtidos anteriormente, a família de distribuições de possibilidade
conjunta J`γ dá origem a somas cujas normas são crescentes em função do parâmetro γ.
Dessa forma, o parâmetro γ se torna o responsável pelo controle do nível de interatividade
entre os números fuzzy envolvidos, conforme mostra o exemplo a seguir.
Exemplo 4.4.6. Soma entre números fuzzy triangulares A1 “ A2 “ p´1; 0; 1q
baseada na distribuição de possibilidade conjunta J`γ (25)
Retomando os resultados obtidos no exemplo 4.2.2, vimos que, para toda t-
norma t, a norma da extensão do operador soma ficam restrita ao intervalo r1, 2s, uma vez
que:
1 “ || `tD pA1, A2q|| ď || `t pA1, A2q|| ď || `^ pA1, A2q|| “ 2. (4.26)
Além disso, mostramos que a soma completamente correlacionada negativa-
mente pq “ ´1, r “ 0q entre esses números tem como resultado no número crisp zero e,
com isso:
|| `Jp´1,0q pA1, A2q|| “ 0. (4.27)
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Agora, vamos mostrar que, variando o parâmetro γ, as extensões sup-J`γ do
operador soma permitem acessar todas as normas possíveis no intervalo fechado r0, 2s, de
acordo com a seguinte relação:
|| `Jγ` pA1, A2q|| “ 2γ, para todo γ P r0, 1s. (4.28)
De fato, pelo teorema 4.5.1, || `Jγ` pA1, A2q|| é crescente com respeito a γ.
Além disso, `f i^pzq “ 0 para todo z P rAis0 e i P t0, 1u pois r´|z|, |z|s Ď rA3´isAipzq. Isso
segue do fato que rA3´isAipzq é um intervalo fechado, uma vez que A1 e A2 são números
fuzzy e, portanto, seus α-níveis são intervalos fechados (1.4.6) e, também, A3´ipzq “
A3´ip´zq “ Aipzq para i “ 1, 2. Além disso, temos que `f i_pzq ď 2 para todo z P rAis0
porque 2 “
ł
t|z ` w| | z P rA1s0 “ r´1, 1s, w P rA2s0 “ r´1, 1su e rAisβ Ď rAis0 para
todo β P r0, 1s e i “ 1, 2 pela segunda propriedade de (1.4.6). A última observação
implica que v`γ px, yq ď 2γ para todo px, yq P rA1s0 ˆ rA2s0. Logo, para qualquer z tal
que `Jγ` pA1, A2qpzq ą 0, existe px, yq P rJ`γ sβ, com `Jγ` pA1, A2qpzq ě β ą 0, satisfazendo
x ` y “ z. Consequentemente, |x ` y| “ |z| ď v`γ px, yq ď 2γ. A inequação |x ` y| ď 2γ
implica que r`Jγ` pA1, A2qsβ Ď r´2γ, 2γs, para todo β P p0, 1s. Portanto, r`Jγ` pA1, A2qs0 Ď
r´2γ, 2γs pela quarta propriedade de (1.4.6). Então, temos que a seguinte desigualdade é
válida:
|| `Jγ` pA1, A2q|| ď 2γ.
Resta-nos, agora, mostrar a igualdade.
Sabemos que rA3´isAipzq é um intervalo fechado e, aplicando o teorema do
valor intervamediário (20), existe ciz P rA3´isAipzq tal que |ciz ` z| “ γp`f i_qpzq para todo
z P R e i “ 1, 2 e γ P p0, 1q. Além disso, `f i_pzq “ |z ` z| para todo z P rAis0 e
i “ 1, 2, pois rA3´isAipzq “ r´|z|, |z|s pela definição de α-nível de A1 “ A2 “ p´1; 0; 1q.
Isso implica que υ`γ pz, zq “ γ|z` z| para todo z P rA1s0 “ r´1, 1s. Se xpnq1 “ 1´ 1n P rA1s
1
n ,
então existe xpnq2 P rA2sA1px
pnq
1 q tal que |xpnq1 ` xpnq2 | “ γp`f 1_qpxpnq1 q ď υ`γ pxpnq1 , xpnq2 q, o que
implica que `Jγ` pA1, A2qpxpnq1 ` xpnq2 q ě
1
n
. Finalmente, tomando o limite de |xpnq1 ` xpnq2 | “
γp`f 1_qpxpnq1 q “ 2γ|xpnq1 |, quando nÑ 8, obtemos que || `Jγ` pA1, A2q|| ě 2γ. Portanto, a
seguinte relação é válida:
|| `Jγ` pA1, A2q|| “ 2γ, para todo γ P r0, 1s.
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As figuras abaixo ilustram as distribuições de possibilidade conjunta J`γ entre
os números fuzzy triangulares A1 “ A2 “ p´1, 0, 1q para γ “ 0, 25, 0, 5 e 0, 75. Interessante
notar como os conjuntos fuzzy que representam as distribuições de possibilidade vão
crescendo de acordo com o valor de γ. Isso é consequência direta do afrouxamento da
restrição |x1 ` x2| ď υ`γ px1, x2q a medida que o valor de γ cresce. De fato, esse fenômeno
é o responsável pelo crescimento da norma da soma estendida conforme aumentamos o


























Figura 32 – Em vermelho, superfície z “ |x1 ` x2|. Em azul, superfície z “ υ`0,25px1, x2q.
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Figura 33 – Visão planificada da distribuição de possibilidade conjunta J`0,25 entre A1 “
p´1; 0; 1q e A2 “ p´1; 0; 1q. As curvas tracejadas representam curvas de nível
do operador soma
























Figura 34 – Em vermelho, superfície z “ |x1 ` x2|. Em azul, superfície z “ υ`0,5px1, x2q.
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Figura 35 – Visão planificada da distribuição de possibilidade conjunta J`0,5 entre A1 “
p´1; 0; 1q e A2 “ p´1; 0; 1q. As curvas tracejadas representam curvas de nível
do operador soma.
4.5 Propriedades da Aritmética Baseada na Família de Distribui-
ções de Possibilidade Conjunta J‚γ
Para nosso exemplo particular, Exemplo 4.4.6, a família parametrizada de
distribuição de possibilidade conjunta deu origem a um mapeamento crescente que associa,
a cada γ P r0, 1s, a norma da extensão sup-J`γ através da seguinte relação: ||`Jγ` pA1, A2q|| “
2γ. Além disso, || `J`0 pA1, A2q|| “ 0 e || `J`1 pA1, A2q|| “ 2 correpondem exatamente a
mínima e a máxima norma possível de ser obtida via extensões do operador soma em
pA1, A2q. Já mostramos anteriormente que as normas da extensão do operador soma em
pA1, A2q, via princípio de extensão baseado em t-norma, tem como limitantes os valores 1
e 2, isto é: 1 ď ||`t pA1, A2q|| ď 2. Portanto, a abordagem via distribuição de possibilidade





























Figura 36 – Em vermelho, superfície z “ |x1 ` x2|. Em azul, superfície z “ υ`0,75px1, x2q.










z = 2 z = 1.5 
z = 1 z = 0.5 
z = 0 
z = −0.5 
z = −1 
z = −1.5 
z = −2 
Figura 37 – Visão planificada da distribuição de possibilidade conjunta J`0,75 entre A1 “
p´1; 0; 1q e A2 “ p´1; 0; 1q. As curvas tracejadas representam curvas de nível
do operador soma.
conjunta J`γ deu origem a uma forma de modelar a interatividade de A1 e A2, em termos
de extensões sup-J`γ , de forma que o conjunto soma resultante possua normas, inclusive,
entre 0 e 1, valores que não seriam possíveis utilizando extensões baseadas em t-normas.
Veremos agora que, além de gerar um mapeamento crescente da norma da
extensão do operador soma ` em A1 “ A2 “ p´1; 0; 1q, essa propriedade é válida para
qualquer operação aritmética ‚ : RˆRÑ R e qualquer par de números fuzzy, conforme o
teorema a seguir:
Teorema 4.5.1. Sejam A1, A2 P RF e ‚ : RˆRÑ R uma operação aritmética. Considere
as distribuições de possibilidade conjunta J‚γ1 e J
‚
γ2 para A1 e A2, com γ1, γ2 P r0, 1s e
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γ1 ď γ2. Então, as extensões sup-J do operador ‚, aplicadas em pA1,A2q, ‚J‚γ pA1, A2q,
obedecem a seguinte relação:
|| ‚J‚γ1 pA1, A2q|| ď || ‚J‚γ2 pA1, A2q||.
Demonstração. De fato, pela definição das distribuições de possibilidade J‚γ (4.8), para
0 ď γ1 ď γ2 ď 1, temos que J‚γ1 Ď J‚γ2 , pois υγ1px1, x2q ď υγ2px1, x2q para todo px1, x2q P
R2. Portando, quanto maior o parâmetro γ, maior o conjunto fuzzy J‚γ . Com isso, as
correspondentes extensões sup-J do operador ‚ produzem conjuntos fuzzy cada vez
maiores (com relação a norma 4.1.4) a medida que aumentamos o valor do parâmetro γ
dentro do intervalo r0, 1s. Essa conclusão segue diretamente da representação das extensões
sup-J‚γ em termos de composição relacional e da propriedade de preservação de ordem da
composição sup-min.
R‚ ˝ J‚γ1pA1, A2q Ď R‚ ˝ J‚γ2pA1, A2q se γ1 ď γ2,
onde R‚ é o subconjunto fuzzy de RˆR2 cuja função de pertinência é dada por
R‚py,xq “
#
1 se y “ px1 ‚ x2q
0 c.c
,
para todo y P R e x “ px1, x2q P R2.
Segue diretamente que:
|| ‚J‚γ1 pA1, A2q|| ď || ‚J‚γ2 pA1, A2q||, se γ1 ď γ2.
Logo, a norma das extensões sup-J‚γ das operações aritméticas podem ser
ajustadas modificando o parâmetro γ.
Uma propriedade interessante dessa família de distribuições de possibilidade
conjunta é que, para γ “ 1, a extensão sup-J‚1 de qualquer operação aritmética ‚ produz o
mesmo conjunto fuzzy dado pelo princípio de extensão de Zadeh ou seja, ‚J‚1 pA1, A2q “
‚^pA1, A2q para todo A1, A2 P RF .
Esse resultado está sumarizado no seguinte teorema:
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Teorema 4.5.2. Sejam A1 e A2 dois números fuzzy quaisquer. Sejam, também, ‚J‚1 pA1, A2q
e ‚^pA1, A2q os conjuntos fuzzy resultantes da extensão sup-J‚γ , com γ “ 1, e de Zadeh,
respectivamente, da operação aritmética ‚ aplicada em pA1, A2q. Então:
‚J‚1 pA1, A2q “ ‚^pA1, A2q.
Demonstração. De fato, conside x1 P rA1s0 e x2 P rA2s0 arbitrários. Sem perda de
generalidade, considere A1px1q ď A2px2q. Então, x2 P rA2sA1px1q e, consequentemente,
|x1 ‚ x2| ď ‚f 1_px1q ď υ1px1, x2q “ p‚f 1_px1qq _ p‚f 2_px2qq. Portanto, pela equação (4.8),
J‚1 px1, x2q “ A1px1q ^A2px2q, @px1, x2q P R2 e, consequentemente, a distribuição de possi-
bilidade conjunta J‚1 é exatamente a distribuição de possibilidade gerada pela t-norma do
mínimo J‚1 “ J^. Segue diretamente que:
‚J‚1 pA1, A2q “ ‚^pA1, A2q.
A figura a seguir exibe uma distribuição de possibilidade conjunta J`1 para
os números fuzzy triangulares A1 “ A2 “ p´1; 0; 1q. Repare que é a mesma distribuição





















z = −2 
z = −1 
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Figura 38 – Distribuição de possibilidade conjunta J`1 entre A1 “ p´1; 0; 1q e A2 “
p´1; 0; 1q. As curvas tracejadas representam curvas de nível do operador soma.
Os teoremas 4.5.1 e 4.5.2 dão origem ao seguinte corolário.
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Corolário 4.5.3. Sejam A1, A2 P RF . Sejam, também, ‚J‚1 pA1, A2q e ‚^pA1, A2q os con-
juntos fuzzy resultantes da extensão sup-J‚γ e de Zadeh, respectivamente, da operação
aritmética ‚ aplicada em pA1, A2q. Então:
‚J‚γ pA1, A2q Ď ‚^pA1, A2q.
Em particular,
|| ‚J‚γ pA1, A2q|| ď || ‚^ pA1, A2q||,
para todo γ P r0, 1s.
Outro resultado interessante, específico para a função soma, está na relação
existente entre a norma da extensão do operador soma produzida via extensão sup-J`0
(γ “ 0) e a norma da soma completamente correlacionada negativemente quando os
números apresentam uma correspondência linear entre suas funções de pertinência.
Sabemos que nem todos os pares de números fuzzy podem ser completamente
correlacionados, isso depende da existência de parâmetros q, r P R, com q ‰ 0, tal que
A1pxq “ A2pqx`rq, além da distribuição de possibilidade conjunta entre eles ser dada pela
equação (3.10). Vimos que uma das propriedades interessantes dos números completamente
correlacionados negativamente, com q “ ´1, é que a soma desses números resulta no
número real r (3.15). Além disso, se r “ 0 obtemos uma soma de norma zero, o que,
obviamente, é a menor possível. Um pergunta que surge naturalmente é se a família de
distribuição de possibilidade conjunta, para γ “ 0, reproduz esse resultado, caso o par de
número fuzzy a serem somados possam ser completamente correlacionados negativamente.
A resposta é dada pelo seguinte teorema.
Teorema 4.5.4. Sejam A1 e A2 dois números fuzzy tais que A1pxq “ A2pqx` rq, @x P R,
q, r P R com q ă 0. Sejam, também, `J`0 pA1, A2q e `Jpq,rqpA1, A2q os conjuntos fuzzy
resultantes das extensões sup-J`γ , com γ “ 0, e a extensão obtida quando A1 e A2 são
completamente correlacionados negativamente, respectivamente, do operador soma em
pA1, A2q. Então, as normas das somas estendidas é a mesma:
|| `J`0 pA1, A2q|| “ || `Jpq,rq pA1, A2q||.
Demonstração. De fato, @z P R tal que `Jpq,rqpA1, A2qpzq ą 0 é da forma z “ x` pxq` rq
com x P rA1s0. Vamos mostrar que, para @x¯ fixo, Ew P R tal que |`J`0 pA1, A2qpx¯`wq| ą 0
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com |x¯`w| ą |x¯` px¯q ` rq|. Então, suponha que Dw P R tal que |x¯`w| ą |x¯` px¯q ` rq|
e | `J`0 pA1, A2qpx¯ ` wq| ą 0. Consequentemente, teríamos J`0 px¯, wq ą 0. Portanto,
pela definição de J`0 , ou teríamos |x¯ ` w| “ min
xPrA1sA2pwq
|x ` w| “ f 2^pwq ou |x¯ ` w| “
min
yPrA2sA1px¯q
|x¯` y| “ f 1^px¯q. Por hipótese, A1 e A2 são tais que A1pxq “ A2pqx` rq, @x P R,
então px¯q ` rq P rA2sA1px¯q e px¯q P rA1sA2px¯q`rq, o que implica que |x¯` w| ď |x¯` px¯q ` rq|,
contrazidendo a hipótese inicial |x¯`w| ą |x¯` px¯q ` rq|. Portando, para todo x¯ arbitrário,
Ew P R tal que |`J`0 pA1, A2qpx¯`wq| ą 0 com |x¯`w| ą |x¯`px¯q`rq|. Como consequência:
|| `J`0 pA1, A2q|| ď || `Jpq,rq pA1, A2q||.
Para mostrar a igualdade, usamos o fato que, para q ă 0, o suporte de
`Jpq,rqpA1, A2q é dado por:
r`Jpq,rqpA1, A2qs0 “ rminta01 ` b02, a02 ` b01u,maxta01 ` b02, a02 ` b01us.
Onde rA1s0 “ ra01, a02s e rA2s0 “ rb01, b02s.
Portanto, utilizando a definição da norma de Hausdorff (4.1.4), temos que:
|| `Jpq,rq pA1, A2q|| “ maxt|a01 ` b02|, |a02 ` b01|u.
Vamos supor, sem perda de generalidade, que || `Jpq,rq pA1, A2q|| “ |a02 ` b01|.
Com isso, se || `J`0 pA1, A2q|| ă |a02 ` b01| então, necessariamente, J`0 pa02, b01q “ 0. Com isso,
pela definição da conjunta J`0 (4.3.4), existem x¯ e y¯ tais que:
f 1^pa02q “ min
yPrA2s0
|a02 ` y| “ |a02 ` y¯| ă |a02 ` b1|. (4.29)
f 2^pb01q “ min
xPrA1s0
|x` b01| “ |x¯` b01| ă |a02 ` b1|. (4.30)
Porém, essas afirmações não podem ser mutualmente verdadeiras. De fato,
geometricamente, os pontos pa01, b01q, pa01, b02q, pa02, b01q e pa02, b02q formam vértices de um
retângulo no R2. Como y¯ ą b01 e x¯ ă a02, pois y¯ P rA2s0 e x¯ P rA1s0, a curva de nível
|x ` y| “ |a02 ` b01| está entre as curvas de nível |x ` y| “ |a02 ` y¯| e |x ` y| “ |b01 ` x¯|.
Também, as curvas de nível de fpx, yq “ |x` y| são retas paralelas à diagonal secundária,
apresentando valor nulo sobre ela e crescente conforme se afasta em ambas as direções.
Logo, as condições 4.29 e 4.30 não podem ser ambas verdadeiras pois isso iria contradizer
a última afirmação. Portanto:
|| `J`0 pA1, A2q|| “ || `Jpq,rq pA1, A2q||.
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O teorema anterior pode dar a falsa impressão que, dados dois números fuzzy A1
e A2, completamente correlacionados negativamente, então a distribuição de possibilidade
conjunta J`0 (4.3.4) é igual a distribuição de possibilidade Jpq,rq (3.2.1). Isso não é verdade.
O teorema anterior apenas diz que as normas da soma estendida via extensão sup-J , para
ambas as distribuições, é a mesma. A seguir, ilustraremos esse fato com um exemplo.
Exemplo 4.5.5. Comparação das somas estendidas entre os números fuzzy tri-
angulares A1 “ A2 “ p1; 2; 3q
Os números fuzzy triangulares A1 “ A2 “ p1; 2; 3q podem ser completamente
correlacionados negativamente com q “ ´1 e r “ 0 (3.2.1). Assim, a distribuição de
possibilidade conjunta Jp´1,0q “ A1px1qχpqx1`r“x2q é um conjunto fuzzy, tendo como suporte
o segmento de reta que une os pontos p1, 3q e p3, 1q do R2. Porém, a distribuição de
possibilidade conjunta J`0 difere desse conjunto.
De fato, como os números fuzzy A1 e A2 são idênticos, rA1sα “ rA2sα “ raα1 , aα2 s








|w ` x2| “ |aA2px2q1 ` x2|, @x2 P rA2s0. (4.32)
A Figura 39 ilustra as funções `f 1^ e `f 2^, através dos subconjuntos S1 “
tpx1, x2q P rA1s0 ˆ rA2s0|x2 “ argminwPrA2sA1px1q |x1 ` w|u e S2 “ tpx1, x2q P rA1s0 ˆ
rA2s0|x1 “ argminwPrA1sA2px2q |w ` x2|u do cartesiano rA1s0 ˆ rA2s0. Note que, além do
segmento que une os pontos p1, 3q e p3, 1q do R2 (suporte do conjunto Jp´1,0q), outros
pontos fazem parte da união entre S1 e S2, o que acarretará em suportes distintos entre
J`0 pA1, A2q e Jp´1,0qpA1, A2q.
Para esse exemplo, a função auxiliar υ`0 é dada da seguinte forma:
υ`0 px1, x2q “
ł
iPt1,2u
`f i^pxiq “ maxt|aA1px1q1 ` x1|, |aA2px2q1 ` x2|u. (4.33)
Capítulo 4. Uma Família de Distribuições de Possibilidade Conjunta para Extensão de Operações
Aritméticas 114
Figura 39 – Os segmentos denotados por f 1^ representam os pontos do conjunto S1, en-
quanto os segmentos denotados por f 2^ representam os pontos do conjunto
S2.
Com isso,
J`0 px1, x2q “
#
A1px1q ^ A2px2q , |x1 ` x2| ď maxt|x1 ` aA1px1q1 |, |aA2px2q1 ` x2|u
0 , c.c
(4.34)
A Figura 40 exibe a desigualdade |x1`x2| ď υ`0 px1, x2q “ maxt|x1`aA1px1q1 |, |aA2px2q1 `
x2|u. Note que apenas os pontos abaixo do segmento que une os pontos p1, 3q e p3, 1q do R2
satisfazem a inequação. Além disso, a intersecção entre as superfícies ocorre examente nos
pontos dos subconjuntos S1 “ tpx1, x2q P rA1s0 ˆ rA2s0|x2 “ argminwPrA2sA1px1q |x1 ` w|u
e S2 “ tpx1, x2q P rA1s0 ˆ rA2s0|x1 “ argminwPrA1sA2px2q |w ` x2|u, justamente os pontos
destacados na figura (39).
Portanto, o suporte da distribuição de possibilidade conjunta J`0 é o subconjunto
do R2 formado pelo interior da região delimitada pelos segmentos de reta que unem os

































Figura 40 – Em azul, superfície z “ |x1 ` x2|. Em vermelho, superfície υ`0 px1, x2q “
maxt|x1 ` aA1px1q1 |, |aA2px2q1 ` x2|u.
pontos p1, 1q e p1, 3q, p1, 3q e p3, 1q, p3, 1q e p1, 1q. Logo, por possuirem suportes distintos,
os conjuntos J`0 e Jp´1,0q são diferentes entre si. Contudo, conforme definição da norma de
Hausdorff-Pompeiu (4.1.4), a norma é a mesma, isto é ||`J`0 pA1, A2q|| “ ||`Jpq,rq pA1, A2q||,
uma vez que o segmento entre p1, 3q e p3, 1q é o responsável pelo valor da norma ser 4 sendo
que os demais pontos do suporte de J`0 não interceptam curvas de nível |x` y| “ z ą 4.
Finalizando essa seção, vimos que a família de distribuições de possibilidade
conjunta parametrizada (4.3.4) nos fornece um mapeamento crescente, em relação a γ,
da norma das operações aritméticas estendidas via extensão sup-J‚γ . Assim, podemos
afirmar que, de carta forma, o parâmetro γ controla o nível de interatividade entre os
números fuzzy envolvidos. De fato, quando γ “ 1, as extensões das operações aritméticas
via extensão sup-J‚1 coincidem com as extensões obtidas via princípio de extensão de
Zadeh, uma vez que, para γ “ 1, a distribuição J‚1 é a mesma gerada pela distribuição de
possibilidade conjunta baseada na t-norma do mínimo. Assim, para γ “ 1, a distribuição
J‚1 dá origem à extensões de operações aritméticas com maior norma possível.
Também foi demonstrado que, para qualquer par de números fuzzy A1 e A2 que
possam ser completamente correlacionados negativamente, a norma da soma completamente
correlacionada coincide com a norma da soma estendida via extensão sup-J`0 . Contudo,
essa igualdade não decorre do fato de ambas as distribuições serem iguais. Mesmo assim,
como as normas são iguais, para γ “ 0, a distribuição J`0 dá origem a somas com norma
equivalente à norma da soma completamente correlacionada negativamente, as menores
analisadas até aqui. Todavia, as distribuições de possibilidade conjunta J‚γ possuem a
vantagem de servir como base para modelar a interatividade de qualquer par de números
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fuzzy, inclusive os que não possuem uma correspondência linear entre suas funções de
pertinência.
Finalmente, caso o modelador deseje uma interatividade intermediária entre
os números fuzzy envolvidos, a família (4.3.4) fornece uma maneira prática de construir
distribuições de possibilidade intermediárias, bastando apenas tomar valores de γ no
intervalo aberto p0, 1q.
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5 Soluções Numéricas Fuzzy em Modelos de
Biomatemática
"An approximate solution to the right problem
can be very useful,
while an exact solution to the wrong problem,
is dead garbage"
(Autor Desconhecido)
5.1 Soma de Números Fuzzy em Biomatemática
Nos mais diversos contextos, muitos fenômenos biológicos são descritos mate-
maticamente por meio de equações diferenciais ordinárias. Em alguns casos, quando não
sabemos exatamente o valor de um parâmetro biológico, a utilização de conjuntos fuzzy é
uma ferramenta útil para descrição de tal parâmetro e, consequentemente, para descrição
da dinâmica do modelo (3). Por serem incertos, tais parâmetros (e/ou variáveis) são
descritos por meio de distribuições de possibilidade. Logo, a análise da dinâmica do modelo
fuzzy depende de como é tratada, matematicamente, a interatividade. Assim, a família de
distribuições de possibilidade conjunta dada por (4.3.4), proposta no capítulo anterior,
torna-se uma ferramenta possível na modelagem matemática de fenômenos biológicos
(dentre outras áreas). Mais ainda, essa família fornece, em certo sentido, uma espécie de
controle da interatividade, uma vez que ela é parametrizada.
Modelos matemáticos de transimissão direta de doenças, restritos a um pequeno
intervalo temporal, muitas vezes desconsideram fenômenos como nascimento e morte. Essa
premissa é descrita pela restrição Sptq ` Iptq “ 1, onde Sptq representa o percentual de
indivíduos suscetíveis e Iptq o percentual de infectados em cada instante t. Ao assumir
que este modelo está sujeito a incertezas fuzzy (incerteza no percentual de indivíduos
inicialmente infectados Ip0q P RF), Baetens e Baets (26) trataram Sptq e Iptq como números
fuzzy iterativos afim de estudar a evolução da epidemia no espaço e no tempo. Nesse
mesmo contexto, Cabral e Barros (27) consideraram interatividade entre taxa de contato
e população inicialmente infectada. Os mesmos autores consideraram interatividade entre
taxa de decaimento w e condição inicial x0 em um modelo malthusiano de decaimento
pw ` x0 “ 2q. Em todos esses exemplos, a soma de números fuzzy aparece naturalmente.
Outro contexto em que a adição de números fuzzy pode ocorrer é em soluções
numéricas de equações diferenciais ordinárias fuzzy. Métodos numéricos para solução de
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equações diferenciais ordinárias são ferramentas importantes para encontrar soluções de
modelos matemáticas nos mais diversos contextos. Dentre os vários métodos disponíveis,
destaca-se o método de Euler, pela sua eficiência e simplicidade de implementação. Em suas
iterações, são executadas somas entre o valor presente da variável de estado e sua taxa de
crescimento. Em um contexto de incerteza fuzzy, essa soma admite diversos conjuntos fuzzy
resposta, dependendo da distribuição de possibilidade entre eles ou seja, da interatividade
no processo estudado.
Nas seções a seguir, serão trabalhados dois exemplos de modelos tradicionais
de biomatemática, o modelo de decaimento exponencial e o modelo de transmissão direta
de doenças restrito a um pequeno intervalo de tempo, desconsiderando nascimento e morte
ou seja, sem dinâmica vital. Em ambos os modelos, serão consideradas incertezas fuzzy e o
principal objetivo será analisar como a interatividade entre variáveis e parâmetros alteram
a dinâmica do modelo.
Antes, uma breve explicação do método de Euler será dada na seção seguinte,
uma vez que esse será utilizado para obter soluções numéricas de equações diferenciais
fuzzy.
5.2 Método de Euler
O método de Euler (28) é um método que visa obter soluções numéricas para







Trata-se de um método de passo um baseado no seguinte raciocínio: dado
xpt0q “ x0, a reta que passa por pt0, x0q, com coeficiente angular fpt0, x0q, é dada por:
rptq “ xpt0q ` pt´ t0qfpt0, x0q.
Se discretizarmos o intervalo de análise da variável independente t em intervalos
suficientemente pequenos: rt0, tN s “
ď
k“0
k“N´1rtk, tk`1s, podemos repetir sucessivamente a
construção dessa reta a fim de obter aproximações para xptkq.
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Logo, na equação acima, tomando x1 “ rpt1q e h “ t1 ´ t0, temos:
x1 “ x0 ` hfpt0, x0q.
Uma vez obtido x1, podemos repetir o raciocínio, construindo as retas que
passam por pt1, x1q e fpt1, x1q para obermos uma aproximação para xpt2q e prosseguir
dessa forma até obtermos uma aproximação para xptNq.
Resumidamente, o método de Euler pode ser descrito pelo pseudoalgoritmo
abaixo:
Definição 5.2.1. Médoto de Euler
Para k “ 0 até N ´ 1,
h “ tk`1 ´ tk,
xk`1 “ xk ` hfptk, xkq.
O metódo de Euler será utilizado para obter soluções numéricas pxkq das
equações diferenciais fuzzy que serão tratadas a seguir. A cada iteração, uma adição é
efetuada e, dependendo da interatividade, a sequência pxkq é diferente uma da outra,
alterando a dinâmica do modelo, conforme será exemplificado pelos modelos de decaimento
exponencial e de transmissão de doenças a seguir.
5.3 Modelo de Decaimento Exponencial
O modelo matemático de decaimento exponencial é um modelo clássico da
física, química, biologia e na própria matemática. Tradicionalmente, é utilizado, por
exemplo, para modelar fenômenos de decaimento radioativo ou tempo de permanência de
um princípio ativo no organismo.
Matematicamente, o modelo de decaimento exponencial é descrito pelo problema
de valor inicial (PVI) a seguir.







onde xptq é a quantidade de matéria de uma substância no instante t e p é a
constante de decaimento (positiva). Diretamente relacionado ao parâmetro p está o tempo
de meia vida, fundamental na análise do fenômico físico/químico/biológico em questão. A
meia vida T é o tempo necessário para que metade da substância inicial x0 sofra processo





A equação diferencial ordinária que modela o fenômeno de decaimento possui
solução exponencial analítica dada por:
xptq “ Ce´pt, (5.4)
onde C é uma constante relacionada à quantidade inicial de matéria x0. Como
se trata de uma solução exponencial, a quantidade de matéria tende a convergir para zero
quando t cresce indiscriminadamente.
A solução dessa equação diferencial (crisp) também pode ser obtida numeri-
camente, utilizando o método de Euler. Nesse caso, a cada iteração, são processadas as
seguintes operações:
xk`1 “ xk ` hp´pxkq, (5.5)
onde h é o passo do método.
A curva solução desse PVI, obtida numericamente via método de Euler, com
xp0q “ 9, p “ 0, 1 e passo h “ 0, 1, está ilustrada na Figura 41.
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Figura 41 – Solução númerica (5.5) do modelo de decaimento exponencial com xp0q “ 9,
p “ 0, 1 e passo h “ 0, 1.
5.3.1 Modelo de Decaimento Fuzzy
Muitas vezes, a quantidade inicial de matéria x0 que sofrerá um fenômeno de
decaimento é incerta. Essa incerteza pode ser modelada via conjuntos fuzzy e, com isso, o
modelo (5.2) se transforma em um PVI fuzzy (3). Como a quantidade inicial de matéria
é um parâmetro fuzzy, consequentemente xptq, para todo t, também será representado
por um conjunto fuzzy. Sendo assim, a dinâmica desse modelo consiste em estudar como
esse conjunto fuzzy se modifica ao longo do tempo. Sabemos, por exemplo, que para o
modelo clássico a quantidade de matéria tende exponencialmente para o número real zero
(conforme ilustrado na figura 41) a medida que o tempo passa. No caso fuzzy, onde xptq
é representado por um conjunto fuzzy, será que esse conjunto também tende ao número
crisp zero? A resposta para essa pergunta e, de maneira mais geral, a dinâmica do modelo,
depende diretamente da interatividade considerada no modelo fuzzy.
Considere que a incerteza inicial possa ser modelada por um conjunto fuzzy





xp0q “ pa; b; cq.
(5.6)
Assim como acontece para o caso clássico, podemos obter soluções numéricas
para equações diferenciais fuzzy utilizando o método de Euler. Contudo, o método de
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Euler realiza, a cada iteração, uma operação de adição entre xk e ´hpxk. Nos capítulos
anteriores vimos que, por trás da adição entre dois conjuntos fuzzy está a distribuição de
possibilidade conjunta que governa a interatividade entre eles. Sendo assim, dependendo
da particular distribuição de possibilidade conjunta entre xk e ´hpxk, teremos diferentes
soluções via método de Euler.
A partir de agora, vamos estudar a dinâmica desse modelo matemático fuzzy
considerando quatro tipos de somas estendidas:
1. Princípio de extensão de Zadeh (2.1.1).
2. Princípio de extensão baseado na t-norma drástica (2.2.1).
3. Soma completamente correlacionada (3.10).
4. Extensão sup-J`γ (4.3.4).
Para cada um dos quatro casos, utilizaremos o mesmo número fuzzy inicial
xp0q “ p9; 10; 11q, a mesma constante de decaimento p “ 0, 1 e o mesmo passo h “ 0, 1.
5.3.2 Solução Numérica Via Princípio de Extensão de Zadeh
As iterações do método de Euler, consideradas sob a ótica do princípio de
extensão de Zadeh, podem ser escritas da seguinte forma:
xk`1 “ `^pxk,´hpxkq, (5.7)
onde xk e p´hpxkq representam números fuzzy e `^ a extensão da operação
de adição baseada no princípio de extensão de Zadeh.
Conforme detalhado no capítulo 2 (Proposição 2.1.6), sabemos que a soma de
dois números fuzzy A e B, via extensão de Zadeh, gera um número fuzzy cujo os α-níveis
são dados por:
r`^pA,Bqsα “ raα1 ` bα1 , aα2 ` bα2 s,
onde, rAsα “ raα1 , aα2 s e rBsα “ rbα1 , bα2 s.
Portanto, ao somarmos dois números fuzzy via extensão de Zadeh, é nítido que
seu resultado apresenta suporte maior ou igual que cada um dos números somados. Sendo
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assim, é de se esperar que a incerteza dos elementos xk dados por (5.7), mensurada aqui
pelo suporte do conjunto fuzzy, aumente a cada iteração.
A seguir, seguem figuras ilustrando o suporte da solução (5.7) dada pelo método
de Euler.













Figura 42 – Suporte da solução (5.7) dada pelo método de Euler (150 iterações) quando
consideramos a soma baseada no princípio de extensão de Zadeh. Em azul,
α-nível 1. Parâmetros utilizados: xp0q “ p9; 10; 11q, p “ 0, 1 e passo h “ 0, 1.














Figura 43 – Suporte da solução (5.7) dada pelo método de Euler (300 iterações) quando
consideramos a soma baseada no princípio de extensão de Zadeh. Em azul,
α-nível 1. Parâmetros utilizados: xp0q “ p9; 10; 11q, p “ 0, 1 e passo h “ 0, 1.
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Conforme esperado, a medida que k cresce, o suporte do conjunto xk aumenta
consideravelmente, apresentando um comportamento bastante distinto da solução dada
pelo modelo clássico. Apesar de ser razoável considerar que em sistemas fuzzy a incerteza
aumente com o tempo, para o específico modelo de decaimento, apesar da quantidade
inicial poder ser incerta, é de se esperar que a medida que o tempo passe, essa incerteza
diminua e o conjunto solução se aproxime do número crisp zero. Além disso, a solução
(5.7) propõe que, a partir de um determinado k, valores negativo de matéria e valores
inclusive maiores que a quantidade inicial passam a ter pertinência positiva, o que está
longe de ser razoável para este problema em particular.
5.3.3 Solução Numérica Via Princípio de Extensão Baseado na t-norma Drás-
tica
A substituição da t-norma do mínimo pela t-norma drástica gera uma dis-
tribuição de possibilidade menor (Teorema 2.2.13) e, portanto, extensões do operador
soma menores (Proposição 2.2.14). Dessa forma, é de se esperar que o comportamento de
aumento acentuado de incerteza, apresentado pela solução numérica pxkq dada por (5.7)
ao utilizar a t-norma do mínimo, seja diminuido com a utilização da t-norma drástica
como base da interatividade entre xk e ´hpxk.
O método de Euler, aplicado à resolução do PVI (5.6), ao utilizar a t-norma
drástica, realiza, a cada iteração, as seguintes operações:
xk`1 “ `tDpxk,´hpxkq, (5.8)
onde xk e ´hpxk representam números fuzzy e `tD a extensão da operação de
adição baseada na t-norma drástica tD.
Os detalhes e propriedades da soma baseada na t-norma drástica estão no
capítulo 2 (Exemplo 2.2.7) (Proposição 2.2.9).
Conforme mostra a figura (44), o comportamento indesejado de aumento
exagerado do suporte da solução xk (5.8) é reduzido via utilização da t-norma drástica
como base para a interatividade entre xk e ´hpxk.
O uso da t-norma drástica, como base para extensão do operador soma, consegue
controlar o aumento da incerteza (tomada como o suporte do conjunto xk). Dessa forma,
um dos pontos questionáveis a respeito da solução numérica dada via extensão de Zadeh
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Figura 44 – Suporte da solução 5.8 dada pelo método de Euler com a soma extendida
baseada na t-norma drástica. Em azul, α-nível 1. Parâmetros utilizados:
xp0q “ p9; 10; 11q, p “ 0, 1 e passo h “ 0, 1.
pôde ser corrigida via utilização da t-norma drástica. Contudo, a solução numérica xk
(5.8) ainda propõe, a partir de um determinado k, pertinência positiva para quantidade de
matéria negativa, o que não é razoável. Dessa forma, a esperada aproximação da curva
solução para o número crisp zero não ocorre, como é de se esperar para o problema de
decaimento radioativo. Sabemos que, no sentido de diminuição do suporte do conjunto
solução, este é o melhor resultado possível se ficarmos restritos ao princípio de extensão
baseado em t-normas (Teorema 2.2.13). Contudo, como a distribuição de possibilidade
conjunta entre dois números fuzzy não precisa ser construída via t-normas, podemos reduzir
ainda mais o aumento do suporte da solução numérica xk utilizando o princípio de extensão
sup-J (Definição 3.1.6) de maneira mais geral, como é o caso da soma completamente
correlacionada.
5.3.4 Solução Numérica Via Soma Completamente Correlacionada
No capítulo 3 introduzimos o conceito de números fuzzy completamente cor-
relacionados (Definição 3.2.1). Em suma, se dois números fuzzy A e B são completa-
mente correlacionados, a distribuição de possibilidade conjunta entre eles é dada por:
Jpq,rqpx, yq “ Apxqχtqx`r“yupx, yq, onde q, r P R e q ‰ 0. Vimos (Proposição 3.3.4) que
a soma de dois números completamente correlacionados negativamente pq ă 0q é um
subconjunto da solução dada pelo princípio de extensão de Zadeh e, no caso em que
q “ ´1, o resultado da soma é o número crisp r (Proposição 3.3.3).
Considerando x0 “ p9; 10; 11q, os números fuzzy xk e ´hpxk podem ser comple-
tamente correlacionados negativamente pois p e h são coeficientes reais e, com isso, um é
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múltiplo do outro, possibilitando a existência da distribuição de possibilidade conjunta Jpq,rq
com q ă 0. Portanto, vamos supor que xk e ´hpxk sejam números fuzzy completamente
correlacionados negativamente.
O método de Euler, aplicado ao problema de decaimento fuzzy, considerando a
soma completamente correlacionada negativamente, resulta nas seguintes operações:
xk`1 “ `Jpq,rqpxk,´hpxkq, (5.9)
onde xk e ´hpxk representam números fuzzy e `Jpq,rq a operação de soma
completamente correlacionada.
Considerando xk e ´hpxk como números fuzzy completamente correlacionados,
a solução pxkq (5.9), gerada pelo método de Euler, se aproxima do número crip zero a cada
iteração, conforme detalhado pela Figura 45. Esse resultado é bastante relavante uma vez
que buscamos, para o problema de decaimento exponencial fuzzy, soluções cuja incerteza
diminua com o tempo e, de certa forma, se aproximem do número real zero. A solução,
que lembra em certo aspecto a solução do problema de decaimento exponencial clássico,
está ilustrada na figura seguinte.











Figura 45 – Suporte da solução (5.9) dada pelo método de Euler via soma completamente
correlacionada. Em azul, α-nível 1. Parâmetros utilizados: xp0q “ p9; 10; 11q,
p “ 0, 1 e passo h “ 0, 1.
A solução numérica (5.9) gerada via números fuzzy completamente correlacio-
nados é a melhor obtida até aqui. De fato, a solução proposta não apresenta nenhum dos
pontos questionáveis abordados no início de nosso estudo como o crescimento exagerado
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da incerteza com o tempo bem como admitir que quantidades negativas de matéria (ou
acima da quantidade inicial) tenham pertinência positiva.
A seguir, vamos obter pxkq em (5.5) utilizando a família de distribuição de
possibilidade conjunta J‚γ (4.8) definida no capítulo anterior, a qual possibilita um controle
sobre o grau de interatividade entre xk e ´hpxk.
5.3.5 Solução Numérica Via Extensões sup-J`γ
Diferentemente da soma de números fuzzy completamente correlacionados, a
extensão sup-J`γ , que faz uso da família de distribuição de possibilidade conjunta J`γ
(4.3.4), pode ser utilizada para estender a operação de adição entre qualquer par de
números fuzzy. A grande vantagem da utilização dessa família é que ela fornece um certo
tipo de controle sobre a norma das extensões das operações aritméticas entre os números
fuzzy envolvidos. Neste exemplo em particular, buscamos soluções (5.5) cuja incerteza
diminua com o tempo. Sendo assim, dentre os possíveis valores γ P r0, 1s, escolheremos seu
menor valor, γ “ 0, ou um valor próximo de seu menor valor, caso queiramos flexibilizar
minimamente a interatividade. Essa escolha é devida à propriedade (4.5.1) que garante a
diminuição da norma do conjunto soma a medida que o parâmetro γ diminui. Contudo,
para fins de simulação, geraremos soluções do problema para outros valores de γ, afim de
compararmos as dinâmicas das diversas soluções geradas.
O método de Euler, aplicado ao problema de decaimento fuzzy, considerando a
soma obtida via extensão sup-J`γ , resulta nas seguintes operações:
xk`1 “ `Jγ` pxk,´hpxkq, (5.10)
onde xk e ´hpxk representam números fuzzy e `Jγ` a extensão da operação de
adição baseada na extensão sup-J`γ .
Implementando numericamente o método de Euler, obtemos os seguintes re-
sultados para o suporte do conjunto solução xk (5.10), considerando γ “ 0, γ “ 0, 25,
γ “ 0, 5, e γ “ 1.
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Figura 46 – Suporte da solução (5.10) dada pelo método de Euler com a soma estendida
via conjunta J`γ , com γ “ 0. Em azul, α-nível 1. Parâmetros utilizados:
xp0q “ p9; 10; 11q, p “ 0, 1 e passo h “ 0, 1.









Figura 47 – Suporte da solução (5.10) dada pelo método de Euler com a soma estendida
via conjunta J`γ , com γ “ 0, 25. Em azul, α-nível 1. Parâmetros utilizados:
xp0q “ p9; 10; 11q, p “ 0, 1 e passo h “ 0, 1.
Vamos analisar, primeiramente, o comportamento da solução pxkq (5.10) gerada
com γ “ 0. Nesse caso, a solução se aproxima do número crisp zero com o passar
das iterações contudo, ao contrário do que acontece ao utilizar a soma completamente
correlacionada (5.9), a solução (5.10) permite que quantidades negativas de matéria tenham
pertinência positiva. Todavia, esse comportamento indesejado é atenuado ao longo das
iterações.
Para os demais valores de γ, a solução pxkq (5.10) vai adquirindo norma cada
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Figura 48 – Suporte da solução (5.10) dada pelo método de Euler com a soma estendida
via conjunta J`γ , com γ “ 0, 5. Em azul, α-nível 1. Parâmetros utilizados:
xp0q “ p9; 10; 11q, p “ 0, 1 e passo h “ 0, 1.











Figura 49 – Suporte da solução (5.10) dada pelo método de Euler com a soma estendida
via conjunta J`γ , com γ “ 1. Em azul, α-nível 1. Parâmetros utilizados:
xp0q “ p9; 10; 11q, p “ 0, 1 e passo h “ 0, 1.
vez maior. Também, o fenômeno descrito anteriormente de pertinências positivas para
quantidades negativas cada vez mais se torna mais acentuado, dado a relaxação gerada
pelo aumento do parâmetro γ. No caso extremo, quando γ “ 1, a extensão sup-Jγ torna-se
a mesma extensão proposta por Zadeh (4.5.2), resultando no aumento acentuado da
incerteza no modelo.
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5.3.6 Modelo de Decaimento Fuzzy - Conclusão
Finalizando a discussão do modelo de decaimento fuzzy, podemos julgar que,
dado o objetivo de obter soluções cuja incerteza diminua com o tempo, a solução numérica
obtida considerando xk e ´hpxk completamente correlacionados negativamente é a que
melhor se encaixou nas propriedades esperadas. Mesmo com γ “ 0, apesar da solução
xk (Figura 46) obtida via extensão sup-J`γ ter a mesma norma daquela gerada via soma
completamente correlacionada (Figura 45), ela não apresentou uma dinâmica mais coerente
para esse fenômeno (físico, químico ou biológico) devido, principalmente, à pertinência
positiva apresentada por quantidades negativas de matéria. De fato, ter a mesma norma
não garante ter o mesmo suporte, devido a forma como a norma (4.1.4) é definida. Porém,
de certo modo, podemos afirmar que seu comportamento supera qualitativamente os
resultados obtidos via extensões baseadas em t-norma, tornando-se um método prático
de se obter soluções com menor norma (para γ “ 0) quando a abordagem via soma
completamente correlacionada não é possível. Por exemplo, caso o parâmetro p seja
modelado por outro conjunto fuzzy qualquer, não necessariamente temos a garantia que
xk e ´hpxk possam ser completamente correlacionados. Nesse caso, a distribuição de
possibilidade conjunta J`0 (4.3.4) se torna uma maneira prática de gerar soluções com
normas inferiores às proporcionadas pelas t-normas. Além disso, essa abordagem (5.10)
fornece um caminho entre as soluções de menor e maior norma, permitindo uma análise
prática da dinâmica do sistema a partir da variação da interatividade.
5.4 Modelo de Transmissão Direta de Doença SI sem Dinâmica
Vital
Em epidemiologia, o estudo de transmissão de doenças em um curto período de
tempo pode desconsiderar fenômenos como nascimento e morte (26). Com essas premissas,
a quantidade total de indivíduos se mantém constante. Do ponto de vista epidemiológico,
no modelo SI, uma vez infectado o indivíduo permanecerá infectuoso. Um caso clássico do
modelo SI é a transmissão do virus HIV (vírus da imunodificiência humana), causador da
AIDS (19). Uma vez contraído o vírus, o indivíduo não se recupera.
Sendo S o percentual de indivíduos suscetíveis e I o percentual de indivíduos
infectados, a seguinte restrição é válida para o modelo SI:
S ` I “ 1. (5.11)
Também, é comum em modelos epidemiológicos as seguintes premissas:
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1. O percentual de indivíduos suscetíveis decresce proporcionalmente à taxa de encontros
entre suscetíveis e infectados.
2. O percentual de indivíduos infectados cresce proporcionalmente à taxa de encontros
entre suscetíveis e infectados.
Essas premissas decorrem do fato de que, em geral, as doenças são transmitidas
por contato ou proximidade entre indivíduos infectados e suscetíveis. É comum modelar a
taxa de encontros conforme a lei de ação de massas que, em físico-química, afirma que
a taxa de colisões moleculares de suas substâncias é proporcional ao produto das suas
concentrações. No contexto de epidemiologia, a taxa de encontros é traduzida pelo produto
SI (29).
Com essas premissas, podemos representar o modelo epidemiológico SI a partir




“ ´δSptqIptq , Sp0q “ S0,
dIptq
dt
“ δSptqIptq , Ip0q “ I0,
(5.12)
onde δ P R` é um parâmetro do sistema que pode ser interpretado como a taxa
de transmissão da doença.
O sistema (5.12) impõe naturalmente a importante restrição já mencionada
anteriormente:
Sptq ` Iptq “ 1, @t ą 0.
Uma consequência dessa restrição é que o sistema (5.12) não precisa ser resolvido
para S e I. Como Sptq ` Iptq “ 1, @t ą 0, basta trabalharmos apenas uma das equações
do sistema para determinarmos a dinâmica completa do modelo. Por exemplo, uma vez
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Uma vez determinado Iptq, Sptq é dado diretamente pela equação Sptq “ 1´Iptq.
Essa é uma grande vantagem desse modelo pois sua dinâmica consiste na análise de apenas
uma equação diferencial e não um sistema.
Para o caso clássico, onde as variáveis e parâmetros são reais, o sistema (5.12)
possui solução analítica (3) dada por:
Iptq “ I0e
δt
S0 ` I0eδt . (5.14)
Segue diretamente que:
Sptq “ 1´ I0e
δt
S0 ` I0eδt . (5.15)
Assim como feito para o modelo de decaimento exponencial, o modelo SI pode
ser resolvido via métodos numéricos, como é o caso do método de Euler, uma vez que o
sistema de equações (5.12) se reduz à equação diferencial (5.13).
Nesse caso, as iterações do método de Euler são dadas por:
Ik`1 “ Ik ` δp1´ IkqIk. (5.16)
A Figura 50 ilustra a solução numérica Ik (5.16), gerada via método de Euler,
para I0 “ 0, 035, δ “ 0, 1 e h “ 0, 1.
Como era de se esperar, com o passar do tempo, todos os indivíduos tendem a
se tornar infectuosos, uma vez que o modelo desconsidera cura, nascimento e morte. Assim,
o gráfico da solução Ik tende a se aproximar do número real 1 a medida que k cresce.
5.4.1 Modelo SI Fuzzy
Em muitas situações, o percentual de indivíduos infectados num dado instante
de tempo não pode ser avaliado com precisão. Ao assumir que este modelo é sujeito a
incertezas fuzzy (incerteza no percentual de indivíduos inicialmente infectados Ip0q P RF),
Baetens e Baets (26) trataram S e I como números fuzzy interativos com o objetivo de
estudar a evolução da epidemia sobre o espaço e sobre o tempo. Também, Cabral e Barros
(27) utilizaram t-normas para modelar a interatividade do modelo SI sem dinâmica vital.
Capítulo 5. Soluções Numéricas Fuzzy em Modelos de Biomatemática 133














Figura 50 – Solução Ik (5.16) dada pelo método de Euler com I0 “ 0, 035, δ “ 0, 1 e
h “ 0, 1.
Uma vez que I0 é um número fuzzy, automaticamente S0 também será um
número fuzzy, uma vez que eles estão entrelaçados pela restrição Iptq ` Sptq “ 1. Ao
aplicarmos o método de Euler para obter soluções numéricas para o modelo fuzzy, veremos
que será necessário não apenas estabelecer uma interatividade entre S e I mas também
entre I e o produto SI.
Conforme feito em (26), podemos estabelecer que S e I sejam completamente
correlacionados, uma vez que um é completamente determinado pelo outro através da
restrição Iptq `Sptq “ 1. Portanto, nosso desafio será analisar como a dinâmica do modelo
se altera a partir da interatividade entre I e SI. Aqui, apesar de podermos assumir que S
e I sejam completamente correlacionados por estarem presos pela restrição (5.11), não
poderíamos assumir o mesmo para I e SI de maneira tão natural e, por outro lado, assumir
que não exista interatividade alguma também não parece uma escolha razoável. Além disso,
por mais que alguém julgasse que I e SI devessem ser completamente correlacionados, não
podemos garantir que suas funções de pertinência possuam uma relação linear adequada
(3.12) de forma que não se pode garantir que exista uma função de distribuição de
possibilidade conjunta linear Jpq,rq (3.2.1) entre I e SI e, finalmente, não podemos aplicar a
soma completamente correlacionada nessa situação. Portando, este é o caso onde a família
de distribuição de possibilidade J‚γ (4.3.4) mostra seu potencial de aplicação, uma vez que
ela nos fornece o controle sobre a interatividade, além de não restringir o conjunto de
pares de números fuzzy onde ela pode ser aplicada.
Vamos considerar que I0 seja modelado por um conjunto fuzzy triangular, isto
é: I0 “ pa; b; cq. Assim, o modelo SI fuzzy, sem dinâmica vital, pode ser descrito por:





Sptq “ 1´ Iptq,
Ip0q “ pa; b; cq.
(5.17)
O método de Euler, aplicado a esse modelo, realiza, a cada iteração, as seguintes
operações:
Ik`1 “ Ik ` hδSkIk. (5.18)
Portando, para resolver numericamente o modelo (5.17), deve-se realizar duas
operações aritméticas entre números fuzzy: uma operação de produto SkIk e uma operação
de adição Ik ` hδSkIk. Com isso, torna-se necessária a definição de duas distribuições de
possibilidade conjunta distintas, uma entre Sk e Ik e outra entre Ik e hδSkIk.
Conforme já mencionado, para efetuar a operação de multiplicação, vamos
estabelecer que Sk e Ik sejam completamente correlacionados, uma vez que estão com-
pletamente determinados um pelo outro. Portando, os produtos SkIk serão obtidos via
extensão sup-Jpq,rq (3.1.6). Importante ressaltar que, uma vez determinado Ik pela equação
(5.18), a restrição Ik ` Sk “ 1 estabelece que Ik e Sk sempre poderão ser completamente
correlaciodos via conjunta Jpq,rq (3.10). Portando, mesmo após muitas iterações do método
de Euler, poderemos efetuar o produto completamente correlacionado SkIk. Também, é
importante definir se a correlação será positiva ou negativa. Neste exemplo, Sptq e Iptq
serão completamente correlacionados negativamente.
Estabelecida a distribuição de possibilidade conjunta entre Sk e Ik, resta-nos
agora estabelecer a distribuição de possibilidade conjunta entre Ik e hδSkIk. Esta será a
chave para estudarmos a dinâmica do modelo SI sem dinâmica vital. Estudaremos como a
alteração da interatividade entre Ik e hδSkIk modifica a dinâmica do modelo matemático
fuzzy. Para isso, analisaremos três casos de interatividade ou, em outras palavras, três
tipos de soma estendida entre Ik e hδSkIk:
1. Princípio de extensão de Zadeh (2.1.1).
2. Princípio de extensão baseada na t-norma drástica (3.10).
3. Extensão sup-J`γ (4.3.4).
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Para cada um dos três casos, utilizaremos o mesmo número fuzzy inicial:
Ip0q “ p0, 050; 0, 075; 0, 100q.
Um ponto importante a ser ressaltado é que não se pode, neste exemplo, utilizar
a soma completamente correlacionada uma vez que não há a garantia que Ik e hδSkIk
satisfaçam as condições necessárias para tal.
5.4.2 Solução Numérica Via Princípio de Extensão de Zadeh
Nesse caso, as iterações do método de (Euler) são dadas por:
Ik`1 “ `^pIk, ˚Jpq,rqphδSk, Ikqq, (5.19)
onde `^ representa a operação de adição baseada no princípio de extensão de
Zadeh e ˚Jpq,rq a multiplicação completamente correlacionada negativamente (q ă 0).
As figuras 52 e 52 a seguir exibem a solução (5.19) do modelo SI fuzzy com a
soma realizada via extensão de Zadeh.





Figura 51 – Suporte da solução Ik (5.19) (em vermelho) dada pelo método de Euler (600
iterações) quando consideramos a soma baseada no princípio de extensão de
Zadeh e o produto completamente correlacionado negativamente. Em azul,
α-nível 1. Parâmetros utilizados: Ip0q “ p0, 050; 0, 075; 0, 100q, p “ 0, 1 e passo
h “ 0, 1.
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Figura 52 – Suporte da solução Ik (5.19) (em vermelho) dada pelo método de Euler (700
iterações) quando consideramos a soma baseada no princípio de extensão de
Zadeh e o produto completamente correlacionado negativamente. Em azul,
α-nível 1. Parâmetros utilizados: Ip0q “ p0, 050; 0, 075; 0, 100q, p “ 0, 1 e passo
h “ 0, 1.
Conforme esperado, a medida que k cresce, o suporte do conjunto Ik também
cresce, apresentando um comportamento bastante distinto da solução dada pelo modelo
clássico. O comportamento apresentado pela solução, na qual Ik ultrapassa a barreira
limite de 1, não pode ser razoável para modelar propagações de doença. Além disso, a
solução considera, inclusive, pertinência positiva, a partir de um determinado k, para
percentuais negativo da população, o que é um absurdo na representação desse fenômeno
biológico.
Vale salientar que o fato de termos utilizado o produto completamente correla-
cionado negativamente ˚Jpq,rqphδSk, Ikq contribuiu para que a incerteza não “estourasse”
tão cedo. De fato, se o produto também fosse realizado via extensão de Zadeh, isto é,
˚^pSk, Ikq, teríamos a seguinte dinâmica, ilustrada pela figura 53. A figura mostra que, se
não considerarmos Sk e Ik completamente correlacionados negativamente, Ik ultrapassa a
barreira limite de 1 já com 300 iterações, o que não ocorria no caso anterior.
5.4.3 Solução Numérica Via Princípio de Extensão Baseado na t-norma Drás-
tica
Aqui, manteremos a hipótese de que Sk e Ik são completamente correlacionados
negativamente contudo, vamos utilizar a t-norma drástica para modelar a iteratividade entre
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Figura 53 – Suporte da solução Ik (em vermelho) dada pelo método de Euler (300 iterações)
quando consideramos a soma e produto baseadas no princípio de extensão de
Zadeh. Em azul, α-nível 1. Parâmetros utilizados: Ip0q “ p0, 050; 0, 075; 0, 100q,
p “ 0, 1 e passo h “ 0, 1.
Ik e hδSkIk afim de controlar o aumento exagerado da incerteza apresentado anteriormente.
As iterações do método de Euler, com a soma estendida baseada na t-norma
drástica, são dadas por:
Ik`1 “ `tDpIk, ˚Jpq,rqphδSk, Ikqq, (5.20)
onde `tD representa a operação estendida de adição baseada na t-norma drástica
e ˚Jpq,rq o produto completamente correlacionado negativamente.
Conforme mostra a figura (54), essa abordagem reduz efetivamente os efeitos do
aumento acentuado da incerteza com o tempo que acarretava na extrapolação do suporte
de Ik para valores muito maiores que o limite 1.
O resultado obtido via utilização da t-norma drástica propicia uma dinâmica
controlada do suporte do conjunto solução. Em outras palavras, o tamanho do suporte
do conjunto solução Ik (5.20) não varia muito com o passar das iterações, se mantendo
aparentemente estável. Contudo, a solução Ik, apresentada nesse caso, considera pertinência
positiva, a partir de um determinado k, inclusive para percentuais maiores que 1, o que
não é razoável. Além do mais, simulações computacionais mostram que, se o suporte de
I0 fosse maior que o utilizado nesse exemplo, esse fenômeno seria ainda mais acentuado,
gerando soluções Ik (5.20) com suportes ainda maiores.
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Figura 54 – Suporte da solução Ik (5.20) (em vermelho) dada pelo método de Euler (800
iterações) quando consideramos a soma baseada na t-norma drástica e o
produto completamente correlacionado negativamente. Em azul, α-nível 1.
Parâmetros utilizados: Ip0q “ p0, 050; 0, 075; 0, 100q, p “ 0, 1 e passo h “ 0, 1.
5.4.4 Solução Numérica Via Extensão sup-J`γ
Agora, vamos modelar o mesmo problema utilizando o princípio de extensão
sup-J`γ , tendo a família de distribuição de possibilidade J`γ (4.3.4) como base para a
interatividade entre Ik e hδSkIk. Assim, além de tentar corrigir o problema de pertinências
positivas para percentuais maiores que 1 (utilizando γ “ 0), vamos simular como se altera
a dinâmica do modelo ao utilizarmos interatividades intermediárias (γ P p0, 1q).
Com isso, nessa subseção, analisaremos a dinâmica do modelo de propagação
de doenças SI, sem dinâmica vital, supondo que a interatividade entre Ik e hδSkIk seja
dada via distribuição de possibilidade conjunta J`γ (4.3.4) para diversos valores de γ, a
saber:
1. γ “ 0.
2. γ “ 0, 25.
3. γ “ 0, 5.
4. γ “ 1.
Ao utilizarmos γ “ 0, buscamos uma solução cuja prapagação da incerteza com
o tempo seja a mais controlada possível, se aproximando cada vez mais do número crisp 1,
dado que estenderemos a soma com a menor norma possível. Para os demais valores de γ,
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por um lado espera-se uma maior propagação da incerteza porém, por outro lado, estamos
supondo um nível de interatividade que pode se encaixar mais no contexto da aplicação.
Para γ “ 1, sabemos que a soma estendida será idêntica à obtida via extensão de Zadeh
(4.5.2), de forma que a solução será análoga à solução (5.19).
Nesse contexto, o método de Euler é representado pelas seguintes iterações:
Ik`1 “ `Jγ` pIk, ˚Jpq,rqphδSk, Ikqq, (5.21)
Onde `Jγ` representa extensão sup-J`γ da operação soma e ˚Jpq,rq o produto
completamente correlacionado negativamente.
Primeiramente, vamos estudar o caso γ “ 0. Pelo corolário (4.5.1), γ “ 0 dá
origem às extensões do operador soma com menor norma dentre as possíveis extensões
sup-J`γ . Assim, esperamos que o controle da propagação da incerteza seja controlado
e desejamos checar se essa nova abordagem não permitirá que percentuais acima de 1
tenham pertinência positiva no conjunto solução Ik (5.21).
A figura (55) ilustra a solução numérica Ik (5.21) com γ “ 1.














Figura 55 – Suporte da solução Ik (5.20) (em vermelho) dada pelo método de Euler (800
iterações) quando consideramos a soma baseada no princípio de extensão sup-
J`γ , com γ “ 0, e o produto completamente correlacionado negativamente. Em
azul, α-nível 1. Parâmetros utilizados: Ip0q “ p0, 050; 0, 075; 0, 100q, p “ 0, 1 e
passo h “ 0, 1.
De fato, γ “ 0 deu origem a uma dinâmica onde a incerteza (tomada, novamente,
como o suporte do conjunto solução Ik) não extrapola com o passar do tempo. Mesmo que o
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suporte rIks0 da solução (5.21) (figura 55), para γ “ 0, seja maior que o gerado via t-norma
drástica (figura 54), podemos considerar que a dinâmica apresentada por essa abordagem
é bastante razoável, uma vez que aqui não há um aumento exagerado da incerteza com
o tempo, com o tamanho do suporte de Ik se mantendo razoavelmente estável a partir
de um determinado instante. Ainda, é importante salientar que essa abordagem (baseada
na extensão sup-J`γ , com γ “ 0) corrigiu um dos problemas apontados na abordagem
anterior, uma vez que a solução Ik (5.21) não permite pertinências positivas para valores
acima de 1. Assim, pela primeira vez, temos a restrição rIks0 Ď r0, 1s obedecida, o que é
um grande salto na qualidade da modelagem desse problema fuzzy.
Agora, vamos checar como se comporta a dinâmica do modelo a partir da
utilização de valores intermediários de γ, implementando numericamente o método de
Euler (5.21), considerando γ “ 0, 25, γ “ 0, 5 e γ “ 1.











Figura 56 – Suporte da solução Ik (5.20) (em vermelho) dada pelo método de Euler (800
iterações) quando consideramos a soma baseada no princípio de extensão sup-
J`γ , com γ “ 0, 25, e o produto completamente correlacionado negativamente.
Em azul, α-nível 1. Parâmetros utilizados: Ip0q “ p0, 050; 0, 075; 0, 100q, p “
0, 1 e passo h “ 0, 1.
Com γ “ 0, 25 obtemos o resultado mais próximo da solução gerada utilizando
γ “ 0. Uma das principais diferenças entre as duas soluções é que, para γ “ 0, 25, a
restrição rIks0 Ď r0, 1s passa a ser violada e o suporte da solução proposta é um pouco
maior uma vez que J`0 Ď J`0,25.
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Figura 57 – Suporte da solução Ik (5.20) (em vermelho) dada pelo método de Euler (800
iterações) quando consideramos a soma baseada no princípio de extensão sup-
J`γ , com γ “ 0, 5, e o produto completamente correlacionado negativamente.
Em azul, α-nível 1. Parâmetros utilizados: Ip0q “ p0, 050; 0, 075; 0, 100q, p “
0, 1 e passo h “ 0, 1.







Figura 58 – Suporte da solução Ik (5.20) (em vermelho) dada pelo método de Euler (600
iterações) quando consideramos a soma baseada no princípio de extensão sup-
J`γ , com γ “ 1, e o produto completamente correlacionado negativamente. Em
azul, α-nível 1. Parâmetros utilizados: Ip0q “ p0, 050; 0, 075; 0, 100q, p “ 0, 1 e
passo h “ 0, 1.
Para os demais valores de γ, o resultado obtido ficou dentro do esperado, com
aumento gradual da incerteza até que, para γ “ 1, temos o mesmo resultado dado pelo
princípio de extensão de Zadeh.
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5.4.5 Modelo de Transmissão Direta de Doença SI sem Dinâmica Vital -
Conclusão
Este exemplo ilustra de maneira eficiente o poder de aplicação da família de
distribuição de possibilidade conjunta J‚γ (4.3.4) como ferramenta de modelagem em
problemas que envolvem incerteza possibilística. Apesar das operações completamente
correlacionadas, introduzidas por Carlsson, Fuller e Majlender (22), poderem ser utilizadas
como ferramenta de diminuição da propagação da incerteza em modelos fuzzy, nem sempre
elas podem ser aplicadas, como é o caso da soma entre Ik e SkIk. Nesse caso, a extensão
sup-J`γ , para γ “ 0, se torna uma maneira prática de realizar a soma de forma que a
incerteza do modelo seja controlada e, ao mesmo tempo, obedeça as restrições do problema.
Além disso, outro aspecto importante da família de distribuição de possibilidade
conjunta J‚γ , reforçada por este exemplo, é o controle que ela propicia sobre a interatividade
entre os termos envolvidos. Neste caso, muitos podem argumentar que, pela natureza do
problema, Ik e SkIk possuem uma iteratividade "intermediária", algo que pode ser feito de
maneira prática a partir da manipulação do parâmetro γ da distribuição de possibilidade
conjunta J‚γ .
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6 Conclusão e Considerações Finais
"Eu sabia perfeitamente o que era o tempo,
até que alguém me perguntou sobre o seu significado."
(Santo Agostinho)
6.1 Conclusão e Considerações Finais
Neste trabalho apresentamos uma família de distribuições de possibilidade
conjunta parametrizada J‚γ dada por (4.3.4). Essa família pode servir como base para
extensões das operações aritméticas, via princípio de extensão sup-J (3.1.6), dando origem
a conjuntos soluções cuja norma (4.1.4) obedece um mapeamento crescente com respeito
ao parâmetro γ (4.5.1). Dessa forma, essa família possibilita um certo tipo de controle
sobre o nível de interatividade entre os números fuzzy envolvidos.
Vimos que essa família de distribuições de possibilidade conjunta apresenta
propriedades interessantes. Por exemplo, dados dois números fuzzy completamente cor-
relacionados negativamente (3.2.1), a soma estendida via extensão sup-J`γ , com γ “ 0,
produz um conjunto solução cuja norma é a mesma dada pela soma completamente
correlacionada (4.5.4). Portanto, quando deseja-se obter extensões do operador soma com
normas pequenas, a distribuição J`γ , com γ “ 0, nos dá uma maneira prática de obter
tais resultados, sendo válida, inclusive, para qualquer par de números fuzzy. Essa é uma
vantagem em relação a abordagem via somas completamente correlacionadas, onde há a
restrição de correspondência linear entre as funções de pertinência dos números envolvidos.
No outro extremo, para γ “ 1, a distribuição J‚γ é a mesma construída utilizando
a t-norma do mínimo (4.5.2). Portanto, as extensões das operações aritméticas, nesse caso,
são as mesmas fornecidas pelo princípio de extensão de Zadeh (2.1.1). Assim, é possível
argumentar que, de certa forma, a manipulação do parâmetro γ nos dá um caminho entre
extensões de norma reduzida para aquelas com maior norma possível entre as extensões
baseadas em t-normas.
As aplicações propostas nesse texto, apesar de bastante simples em sua formu-
lação, conseguem dar uma idéia do poder dessa família como ferramenta de modelagem em
PVI fuzzy. Por exemplo, o problema de decaimento fuzzy (5.6) apresentou uma dinâmica
razoável a partir da utilização de extensões sup-J`γ , com γ “ 0, do operador soma. A
incerteza da solução xk (5.10) pôde ser razoavelmente controlada a medida que k cresce.
Mais importante, caso o parâmetro p também fosse fuzzy, poderíamos não ter a nossa
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disposição a soma completamente correlacionada de forma que as extensões sup-J`γ se
tornariam o único meio prático se obter extensões do operador soma com norma reduzida.
O modelo de propagação de doenças com transmissão direta (5.17) explicita
melhor a capacidade dessa família como ferramenta de modelagem. Nesse caso, Ik e SkIk
podem não possuir uma correspondência linear entre suas funções de pertinência o que
impede a utilização da soma completamente correlacionada. Com isso, a extensão via
conjunta J`0 se torna uma maneira viável e prática de executar tal operação, uma vez que
foi a única, dentre as testadas nesse trabalho, que controlou a incerteza e ainda obedeceu
as restrições do problema.
Portanto, a família de distribuição de possibilidade conjunta J‚γ , proposta nesse
texto, é uma ferramenta poderosa para modelagem de fenômenos com parâmetros e/ou
variáveis incertas, onde há interatividade. Aqui, citamos apenas exemplos tradicionais da
literatura, dando mais ênfase à ferramenta em si e não à modelagem de fenômenos mais
complexos. Contudo, essa distribuição pode ser utilizada como meio de estender funcionais
em modelos mais refinados, dando ao modelador o controle sobre o grau de interatividade
entre as variáveis.
Como próximos passos, podemos pensar em construir distribuições de possibili-
dade conjunta que dão origem a extensões, com norma controlada, de outros operadores
binários. Também, pode-se pensar em aplicar tais extensões a problemas mais refinados,
onde a descrição da dinâmica do modelo exigirá mais do que operações de soma e multipli-
cação. Outra idéia interessante está na comparação dos resultados obtidos aqui, utilizando
o método de Euler, com outras abordagens como, por exemplo, fazendo uso direto do
operador derivada fuzzy. Ainda como próximos passos, esperamos desenvolver uma teoria
de cálculo diferencial e integral para números fuzzy interativos baseado nas extensões
das operações aritméticas via princípio de extensão sup-J‚γ . Para isso, torna-se necessário
aprofundar ainda mais a aritmética desenvolvida nesse trabalho, pesquisando, por exem-
plo, possíveis inversos aditivos. Utilizando a teoria de cálculo mencionada anteriormente
pode-se, ainda, investigar soluções analíticas e numéricas de equações diferenciais fuzzy de
maneira mais geral.
Finalmente, vale ressaltar dois aspectos importantes dessa família de distribui-
ções de possibilidade conjunta parametrizada:
1. Abrangência: pois se aplica a qualquer par de números fuzzy.
2. Controle: pois o parâmetro γ, ao variar no intervalo r0, 1s, governa o nível de
interatividade desejado entre os números fuzzy envolvidos.
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